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Vorwort.

In dem vorliegenden Buche ist der Hauptinhalt der Vor-
lesungen wiedergegeben, welche ich im Wintersemester 1905/6
an der Berliner Universitit gehalten habe. Urspriinglich war es
nur meine Absicht gewesen, die Ergebnisse meiner eigenen, vor
zehn Jahren begonnenen Untersuchungen itber die Theorie der
Wiirmestrahlung in eine zusammenhingende Darstellung zu ver-
einigen; doch bald zeigte es sich als wiinschenswert, auch die
Grundlagen dieser Theorie, von den KiromHOFFschen Sitzen
iiber das Emissions- und Absorptionsvermdgen angefangen, mit
in die Behandlung hineinzuziehen, und so machte ich den Ver-
such, ein Lehrbuch zu schreiben, welches zugleich auch zur
Einfihrung in das Studium der gesamten Theorie der strahlen-
den Wirme auf einheitlicher thermodynamischer Grundlage zu
dienen geeignet ist. Dementsprechend nimmt die Darstellung
ihren Ausgang von den einfachen bekannten Erfahrungssitzen
der Optik, um durch allmihliche Erweiterung und Hinzu-
ziehung der Ergebnisse der Elektrodynamik und der Thermo-
dynamik zu den Problemen der spektralen Energieverteilung
und der Irreversibilitit vorzudringen. Hierbei bin ich &fters,
wo es mir sachliche oder didaktische Griinde nahelegten, von
der sonst fiblichen Art der Betrachtung abgewichen, so ins-
besondere bei der Ableitung der KirommOFFschen Sitze, der
Berechnung des MaxwerLLschen Strahlungsdrucks, der Ableitung
des Wienschen Verschiebungsgesetzes und seiner Verallgemeine-
rung auf Strahlungen von beliebiger spektraler Energieverteilung.
Die Resultate meiner eigenen Untersuchungen habe ich iiberall
an den entsprechenden Stellen mit in die Darstellung hinein-
gearbeitet. Ein Verzeichnis derselben findet sich zur bequemeren
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Vergleichung und Kontrollierung niiherer Einzelheiten am SchluB
des Buches zusammengestellt.

Es liegt mir aber daran, auch an dieser Stelle noch be-
sonders hervorzuheben, was sich im letzten Paragraphen des
Buches niher ausgefiihrt findet, daB die hier entwickelte Theorie
keineswegs den Anspruch erhebt, als vollkommen abgeschlossen
zu gelten, wenn sie auch, wie ich glaube, einen gangbaren Weg
erdffnet, um die Vorgiinge der Energiestrahlung von dem nim-
lichen Gesichtspunkt aus zu iiberblicken wie die der Molekular-
bewegungen.

Miinchen, Ostern 1906.

Der Verfasser.
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Erster Abschnitt.

Grundtatsachen und Definitionen.

Erstes Kapitel. Allgemeines.

§ 1. Wirme kann sich in einem ruhenden Medium auf
zwei ginzlich verschiedene Arten fortpflanzen: durch Leitung
und durch Strahlung. Die Warmeleitung ist bedingt durch
die Temperatur des Mediums, in welchem sie stattfindet, speziell
durch die UngleichmiBigkeit der riumlichen Temperaturverteilung,
welche gemessen wird durch die GroBe des Temperaturgefilles
oder Temperaturgradienten. In Gebieten, wo die Temperatur
des Mediums sich nicht mit dem Orte #ndert, verschwindet jede
Spur von Warmeleitung.

Die Wiarmestrahlung dagegen ist an sich ginzlich un-
abhiingig von der Temperatur des Mediums, durch welches sie
hindurchgeht. So kann man durch eine Sammellinse von Eis
hindurch, die sich auf der konstanten Temperatur von 0° C.
befindet, Sonnenstrahlen in einen Brennpunkt konzentrieren und
zur Entziindung eines leicht brennbaren Korpers benutzen. Im
allgemeinen ist die Warmestrahlung ein viel komplizierterer Vor-
gang als die Wirmeleitung, weil der Strahlungszustand in einem
bestimmten Augenblicke an einer bestimmten Stelle des Mediums
sich nicht, wie der Wirmeleitungsstrom, durch einen einzigen
Vektor, d. h. durch eine einzige gerichtete GrdBe, charakterisieren
1a8t. Vielmehr sind die Wiarmestrahlen, welche in einem be-
stimmten Augenblicke das Medium an einem bestimmten Punkte
durchkreuzen, von vornherein ginzlich unabhiingig voneinander,
und man darf den Strahlungszustand nicht eher als vollkommen
bekannt ansehen, als bis die Intensitit der Strahlung nach jeder
einzelnen der unendlich vielen von einem Punkte ausgehenden

PLANCE, Wirmestrahlung. 1



2 ’ Grunmdtatsachen und Definitionen

Richtungen des Raumes gegeben ist. Dabei zihlen zwei gerade
entgegengesetzte Richtungen doppelt, weil die Strahlung nach

der einen Seite ganz unabh#ingig ist von der nach der entgegen- -

gesetzten Seite.

§ 2. Ohne vorliufig auf eine speziellere Theorie der Wirme-
strahlung einzugehren, werden wir stets von dem durch die
mannigfaltigsten Erfahrungen bewihrten Satze Gebrauch machen,
daB die Wirmestrahlen, rein physikalisch betrachtet, nichts
anderes sind als Lichtstrahlen von entsprechender Wellenlinge,
und werden die Bezeichnung , Wirmestrahlung ganz allgemein
fir alle diejenigen physikalischen Vorginge gebrauchen, welche
zur Klasse der Lichtstrahlen gehdren. Jeder Lichtstrahl ist
* demnach zugleich auch ein Wiarmestrahl. Auch werden wir
gelegentlich zur Abkiirzung von der ,Farbe® eines Wiarmestrahls

sprechen, um seine Wellenlinge oder seine Schwingungsdauer

zu kennzeichnen. Daher wenden wir auch alle aus der Optik
bekannten Erfahrungssitze auf die Wirmestrahlung an, vor
allem die der Fortpflanzung, der Spiegelung (Reflexion) und
der Brechung (Refraktion) Nur die Erscheinungen der Beugung
(Diffraktion), wenigstens soweit sie sich in Gtebieten von groBeren
Dimensionen abspielen, wollen wir wegen ihres komplizierteren

Charakters nicht beriicksichtigen, und sind daher gendtigt, von.

vornherein eine besondere Einschrinkung hinsichtlich der von
uns zu betrachtenden Riume zu machen. Es soll nimlich im
folgenden iiberall die Voraussetzung gelten, daB die linearen
Dimensionen aller betrachteten Réume und auch die Kriimmungs-
radien aller betrachteten Oberflichen groB sind gegen die
Wellenléingen der betrachteten Strahlen. Dann konnen wir
ohne merklichen Fehler von den Einfliissen der durch die Form
der Grenzflichen bedingten Beugung ganz absehen und konnen
iiberall die gewdhnlichen Gesetze der optischen Reflexion und
Brechung zur Anwendung bringen. Hiermit fithren wir also
ein fiir allemal eine strenge Scheidung ein zwischen zwei Arten
von Liingen, die ganz getrennten GréBenordnungen angehdren:
Korperdimensionen und Wellenlingen. Auch die Differentiale
der Kérperdimensionen: Lingen-, Flichen- und Volumenelemente,
nehmen wir immer noch grof an gegen die entsprechenden
Potenzen der Wellenlingen. Je langwelligere Strahlen wir
beriicksichtigen wollen, um so gréBere Riume miissen wir daher

-




Allgemeines 3

betrachten. Da wir aber in der Wahl unserer Riume im
ibrigen gar nicht beschrinkt sind, so wird uns aus dieser Fest~
setzung keine weitere Schwierigkeit erwachsen.

§ 3. Waesentlicher noch als die Unterscheidung zwischen
groBen und kleinen Lingen ist fir die gesamte Theorie der
Wiirmestrahlung die Unterscheidung zwischen groBen und kleinen
Zeiten. Denn es liegt schon in der Definition der Intensitiit
eines Wirmestrahles als derjenigen Energie, welche von dem
Strahle in der Zeiteinheit geliefert wird, die Voraussetzung mit
enthalten, daB die gewihlte Zeiteinheit groB ist gegeniiber der
Zeitdauer einer Schwingung, wie sie der Farbe des Strahles
entspricht. Sonst wiirde n#mlich offenbar der Betrag der
Strahlungsintensitit im allgemeinen davon abhingig sein, bei
welcher Phase der Schwingung die Messung der vom Strahl
gelieferten Energie begonnen wird. Nur wenn die Zeiteinheit
zufiillig gerade eine ganze Anzahl Schwingungen umfassen wiirde,
ware die Intensitit eines Strahles von konstanter Periode und
konstanter Amplitude unabhingig von der anfinglichen Phase.
Um dieser Unzutriiglichkeit zu entgehen, sind wir gendtigt ganz
allgemein festzusetzen, daB die Zeiteinheit, oder besser gesagt:
daB die Zeit, welche der Definition einer Strahlungsintensitit
zugrunde gelegt wird, mag sie auch als Differential auftreten,
groB ist gegen die Schwingungszeit jeder der Farben, die in
dem Strahle enthalten sind.

Diese Festsetzung fitlhrt zu einer wichtigen Folgerung fiir
Strahlungen von verinderlicher Intensitit. Wenn wir z. B. bei
periodisch schwankenden Strahlungsintensititen wie in der Akustik
von ,,Schwebungen der Intensitit sprechen, so muB selbst-
verstiindlich die zur Definition der augenblicklichen Strahlungs-
intensitit bendtigte Zeit klein sein gegen die Periode einer
Schwebung. Da sie nun aber nach dem vorigen groB sein muB
gegen die Zeitdauer einer Schwingung, so folgt daraus, daB die
Zeitperiode einer Schwebung immer groB ist gegen die Zeit--
periode einer Schwingung. Wire diese Bedingung nicht erfillt,
so konnte man Schwingungen und Schwebungen gar nicht streng
auseinanderhalten. Ebenso miissen im allgemeinen Fall, bei
beliebig verénderlicher Strahlungsintensitit, die Schwingungen
immer sehr schnell erfolgen gegen die Intensititséinderungen.
Es versteht. sich, daB in diesen Festsetzungen eine gewisse, und

. l#



4 Grunmdtatsachen und Definitionen

zwar eine sehr wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit der
zu betrachtenden Strahlungsvorgiinge gelegen ist.

Eine ganz #hnliche und ebenso wesentliche Beschriinkung
der Allgemeinheit macht man ibrigens, wie gleich hier bemerkt
sein moge, in der kinetischen Gastheorie, wenn man die in
einem chemisch einfachen Gase stattfindenden Bewegungen ein-
teilt in sichtbare, grobe, molare, und in unsichtbare, feine,
molekulare. Denn da die Geschwindigkeit einer einzelnen Molekel
eine durchaus einheitliche GroBe ist, so kann diese Einteilung
nur unter der Voraussetzung durchgefuhrt werden, daB die
Geschwindigkeitskomponenten der in hinreichend kleinen Volumina
enthaltenen Molekeln gewisse, von der GroBe der Volumina
unabhingige Mittelwerthe besitzen, was im allgemeinen keines-
wegs der Fall zu sein braucht. Wenn ein derartiger Mittelwert,
einschlieBlich des Wertes Null, nicht existiert, so kann man
gar nicht zwischen der sichtbaren und der Warmebewegung des
(Gases unterscheiden.

Wenn wir uns nun der Frage zuweuden, nach welchen
Gesetzen sich die Strahlungsvorginge in irgend einem Korper-
system, das wir stets als ruhend annehmen wollen, abspielen,
so konnen wir das Problem von zwei verschiedenen Seiten an-
greifen: wir konnen nidmlich entweder eine bestimmte Stelle im
Raume ins Auge fassen und nach den verschiedenen Strahlen
fragen, welche im Laufe der Zeit diese Stelle durchkreuzen,
oder wir konnen einen bestimmten Strahl ins Auge fassen und
nach seiner (eschichte fragen, d. h. nach seiner Entstehung,
seiner Fortpflanzung und seiner Vernichtung. Fiir die folgende
Darstellung wird es bequemer sein, die letztere Behandlungsart
voranzustellen und zunichst der Reihe nach die drei genannten
Vorginge einzeln za betrachten.

§ 4. Emission. Der Akt der Entstehung eines Wirme-
strahles wird allgemein als , Emission® bezeichnet. Nach dem
Prinzip der Erhaltung der Energie erfolgt die Emission stets
auf Kosten von anderweitiger Energie (Korperwiirme, chemische
Energie, elektrische Energie) und daraus geht hervor, daB nur
substanzielle Partikel Warmestrahlen emittieren kdnnen, nicht
aber geometrische Riume oder Flichen. Man spricht zwar
héufig in abkiirzendem Sinne davon, daB die Oberfliche eines
Korpers Warme nach auBen strahlt, aber diese Ausdrucksweise
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hat nicht den Sinn, daB die Oberfliche Wirmestrahlen emittiert.
Die Oberfliche eines Korpers emittiert niemals im eigentlichen
Sinne, sondern sie 148t die Strahlen, welche aus dem Innern
des Korpers kommend die ‘Oberfliche treffen, teils nach auBen
hindurch, teils reflektiert sie dieselben in das Innere zuriick,
und je nachdem der hindurchgehende Bruchteil grdBer oder
kleiner ist, scheint die Oberfliche stirker oder schwiicher aus-
zustrahlen.

Betrachten wir nun das Innere einer emittierenden physi-
kalisch homogenen Substanz und greifen dort irgend ein nicht
zu kleines Volumenelement von der GrioBe dz heraus. Dann
wird die von allen in dem Volumenelement befindlichen Partikeln
zusammengenommen in der Zeiteinheit durch Strahlung emittierte
Energie proportional dz sein. Wollten wir versuchen, niher
auf die Analyse des Vorgangs der Emission einzugehen und ihn
in seine elementaren Bestandteile zu zerlegen, so wiirden wir
jedenfalls sehr komplizierte Verhiltnisse antreffen. Denn es
wird sich hierbei um die Betrachtung von R#éumen handeln,
deren Dimensionen so klein sind, daB man die Substanz nicht
mehr als homogen betrachten kann, sondern auf ihre atomistische
Konstitution Riicksicht nehmen muB. Deshalb ist die endliche
GroBe, welche man erhiilt, wenn man die von dem Volumen-
element dz emittierte Strahlung durch dz dividiert, nur als ein
gewisser Mittelwert anzusehen. Wir werden aber trotzdem fir
gewdhnlich, was fir die Rechnung viel bequemer ist, den Vor-
gang der Emission so behandeln kénnen, als ob alle Punkte
des Volumenelementes dz sich gleichmaBig an der Emission
beteiligten, so daB jeder Punkt innerhalb dz die Spitze eines
nach allen Richtungen ausgehenden Biindels von Strahlen bildet.
Ein solches elementares Punktbiindel repriisentiert natiirlich
keine endliche Energiemenge; denn eine solche wird immer nur
von den Punkten eines endlichen Volumens emittiert.

Wir wollen ferner die Substanz als isotrop annehmen. Dann
wird die Strahlung von dem Volumenelement dz nach allen
Richtungen des Raumes gleichmiBig emittiert, d. h. die von
einem Punkte des Elements innerhalb eines beliebigen Kegels
emittierte Strahlung ist proportional der Offnung des Kegels,
wie sie gemessen wird durch die GréBe der Fliche, welche der
Kegel aus der mit dem Radius 1 um seine Spitze als Mittel-
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punkt beschriebenen Kugelfliche ausschneidet. Das gilt fur
beliebig groBe Kegeldfinungen. -Nimmt man die Offnung des
Kegels unendlich klein, von der GrdBe d £, so kann man von
der ,in einer bestimmten Richtung“ emittierten Strahlung
sprechen, doch immer nur in dem Sinne, daB zur Emission
einer endlichen Energiemenge eine unendliche Anzahl von Rich-
tungen gehoren, die eine endliche Kegeldffnung miteinander bilden.

8§ 5. Die emittierte Strahlung wird eine gewisse, von vorn-
herein ganz beliebige spektrale Energieverteilung besitzen, d. h.
die verschiedenen Farben werden in ihr mit ganz verschiedener
Intensitit vertreten sein. Zur Bezeichnung der Farbe eines
Strahles bedient man sich in der Experimentalphysik gewdhn-
lich der Angabe der Wellenliinge 4, weil dieselbe am direktesten
gemessen wird. Fiir die theoretische Behandlung ist es aber
meist bequemer, statt dessen die Anzahl der Schwingungen in
der Zeiteinheit » zu benutzen; denn fir die Farbe eincs be-
stimmten Licht- oder Wirmestrahls ist weniger seine Wellen-
linge, welche sich beim Ubergang des Strahles in ein anderes
Medium #ndert, als vielmehr seine Schwingungszahl charakte-
ristisch, welche dem Strahl in allen Medien, wenigstens soweit
sie ruhen, ungeiindert erhalten bleibt. Wir bezeichnen also
kiinftig eine bestimmte Farbe durch den entsprechenden Wert
von », und ein bestimmtes Farbenintervall durch die Grenzen
des Intervalls » und #’, wobei »’ > » sein mdge. Die auf ein
bestimmtes Farbenintervall entfallende Strahlung, dividiert durch
die GroBe des Intervalls »'— v, nennen wir die mittlere Strah-
lung innerhalb des Farbenintervalls von v bis »’. Nehmen wir,
bei festgehaltenem w», die Differenz »'— » hinreichend klein,
gleich d», so wollen wir annehmen, daB sich der Betrag der
mittleren Strahlung einem bestimmten, von der GroBe des Inter-
valls dv unabhéingigen Grenzwert nahert, den wir kurz als die
»Strahlung von der Schwingungszahl »“ bezeichnen. Zu einer
endlichen Strahlung gehdrt dann offenbar immer ein endliches,
wenn auch unter Umstiéinden sehr kleines, Intervall von Schwin-
gungszahlen. ‘

Endlich haben wir noch auf den Polarisationszustand der
emittierten Strahlung Riicksicht zu nehmen. Da wir das Medium
als isotrop vorausgesetzt haben, so folgt, daB alle emittierten
Strahlen unpolarisiert sind und daB daher jeder Strahl die
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doppelte Intensitit besitzt wie eine seiner geradlinig polarisierten
Komponenten, die man z. B. erhilt, wenn man den Strahl durch
ein Niconsches Prisma hindurchschickt.

8§ 6. Alles Bisherige zusammengefaBt konnen wir die ge-
samte in der Zeit d¢ vom Volumenelement dz in der Richtung
des Elementarkegels d 2 im Schwingungsintervall von » bis
v + dv emittierte Energie gleich setzen:

dtedr-dQ-dv-2a,. 1)
Die endliche GrdoBe s, nennen wir den ,Emissionskoeffizienten*
des Mediums fir die Schwingungszahl ». Er ist eine gewisse
positive Funktion von » und entspricht einem geradlinig polari-
sierten Strahl von bestimmter Farbe und bestimmter Richtung.
Fir die gesamte Emission des Volumenelements dz erhilt man
hieraus durch Integration iiber alle Richtungen und iiber alle
Schwingungszahlen, da &, von der Richtung unabhingig ist und da
das Integral itber alle Kegel6ffnungen d 2 den Wert 4 = besitzt:

dt-dr-8m|edy. 2
0

8§ 7. Der Emissionskoeffizient & hingt auBer von der
Schwingungszahl » noch von dem Zustand der in dem Volumen-
element dz enthaltenen emittierenden Substanz ab, und zwar
im allgemeinen in sehr verwickelter Weise, je nach den physi-
kalisch-chemischen Vorgingen, welche sich in dem betreffenden
Zeitelement in dem Raume abspielen. Doch gilt ganz allgemein
der Erfahrungssatz, daB die Emission eines Kérperelements nur
abhiingt von den Vorgingen innerhalb des Kérperelements.
(Theorie von Paevost) KEin Korper 4 von 100° C. emittiert
gegen einen ihm gegeniiber befindlichen Kérper B von 0° C.
genau dieselbe -Wirmestrahlung, wie gegen einen gleichgroBen
- und gleichgelegenen Kérper B’ von 1000°C., und wenn der
Korper A von dem Kérper B abgekiihlt, von dem Kérper B’
aber erwirmt wird, so ist dies nur eine Folge des Umstandes,
daB B schwiicher, B’ aber stirker emittiert als 4.

Wir wollen nun weiter fir das Folgende iitberall die ver-
einfachende Annahme einfithren, daB die chemische Natur der
emittierenden Substanz unveriinderlich ist, und daB ihr physi-
kalischer Zustand nur von einer einzigen Variabeln abhéngt: der
absoluten Temperatur 7. Dann ergibt sich mit Notwendigkeit,
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daB auch der Emissionskoeffizient s auBer von der Schwingungs-
zahl » und von der chemischen Natur des Mediums allein von
der Temperatur 7 abhiingig ist. Damit sind eine Reihe von
Strahlungsvorgingen, die als Fluoreszenz, als Phosphoreszenz,
als elektrisches oder chemisches Leuchten bezeichnet werden,
und die von E. WipEMANN unter dem Namen ,Lumineszenz-
phéinomene“ zusammengefaBt worden sind, von der Betrachtung
ausgeschlossen. Wir haben es hier vielmehr nur mit reiner
»Temperaturstrahlung* zu tun. Nach dem Prinzip der Erhaltung
der Energie erfolgt bei der Temperaturstrahlung die Emission
vollstindig auf Kosten der Korperwirme und bedingt daher,
wenn nicht anderweitig Energie zugefiihrt wird, eine Temperatur-
erniedrigung der emittierenden Substanz, welche durch den Be-
trag der emittierten Energie, sowie durch die Warmekapazitit
der Substanz bestimmt ist.

§ 8. Fortpflanzung. Die Fortpflanzung der emittierten
Strahlung im Innern des als homogen, isotrop und ruhend an-
genommenen Mediums erfolgt, da wir von Beugungserscheinungen
ganz absehen (§ 2), geradlinig und nach allen Richtungen mit der
némlichen Geschwindigkeit; doch erleidet dabei im allgemeinen
jeder Strahl wihrend seiner Fortpflanzung eine Schwichung
dadurch, daB bestindig ein gewisser Teil seiner Energie aus
seiner Richtung abgelenkt und nach allen Richtungen des Raumes
zerstreut wird. Dieser Vorgang der ,,Zerstreuung®, der also
weder Erzeugung noch Vernichtung, sondern nur eine geéinderte
Verteilung der strahlenden Energie bedeutet, findet prinzipiell
genommen in allen Medien statt, die sich vom absoluten Vakuum
unterscheiden, auch in chemisch vollkommen reinen Substanzen,!
und wird durch den Umstand bedingt, daB die Substanz eines
Mediums nicht im absoluten Sinne homogen ist, sondern in den
kleinsten Riumen Unstetigkeiten besitzt, die durch ihre ato-
mistische Struktur bedingt werden. Fremde eingelagerte kleine
Partikel, wie Staubteilchen, beférdern den EinfluB der Zer-
streuung, ohne jedoch ihren Charakter im wesentlichen zu #ndern.
Denn auch solche, mit fremden Bestandteilen durchsetzten, so-
genannten ,,triiben” Medien, kdnnen sehr wohl als optisch homogen

! Vgl. =. B. Losry o Broyny und L. K. Worrr, Rec. des Trav. Chim,
des Puys-Bas 23, p. 155, 1904,
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betrachtet werden,! falls nur die Lineardimensionen der fremden
Partikel, sowie die Abstinde benachbarter Partikel, hinreichend
klein sind gegen die Wellenlingen der betrachteten Strahlen.
In optischer Beziehung besteht also zwischen chemisch reinen
Substanzen und tritben Medien von der genannten Beschaffen-
heit kein prinzipieller Unterschied. Optisch leer in absolutem
Sinne ist nur das reine Vakuum. Daher kann man auch jede
chemisch homogene Substanz als ein durch eingelagerte Molekiile
getriibtes Vakuum bezeichnen.

Ein typisches Beispiel fiir das Phinomen der Zerstreuung
bietet das Verhalten des Sonnenlichts in der Atmosphiire. Wenn
bei heiterem Himmel die Sonne im Zenit steht, erreicht nur
etwa 2/, der direkten Sonnenstrahlung die Erdoberfliche; der
Rest wird in der Atmosphire aufgehalten, und zwar zum Teil
absorbiert und in Luftwirme verwandelt, zum Teil aber zer-
streut und in diffuses Himmelslicht verwandelt. Ob und inwie-
weit hierbei nur die Luftmolekiile selber oder auch die in der
Atmosphiire suspendierten Partikel eine Rolle spielen, ist noch
nicht mit voller Sicherheit entschieden.

Auf welchen physikalischen Vorgingen der Akt der Zer-
streuung beruht: ob auf Reflexion, Beugung, Resonanzwirkung
an den Molekiilen oder Partikeln, konnen wir hier ganz dahin-
gestellt sein lassen. Wir bringen nur zum Ausdruck, daB ein
jeder im Innern eines Mediums fortschreitender Strahl auf der
sehr kleinen Strecke s seiner Bahn durch Zerstreuung um den
Bruchteil

ﬂv * 8 (3)

seiner Intensitdt geschwiicht wird, und nennen die positive, von
der Strahlungsintensitiit unabhéngige Grofle 8, den ,Zerstreuungs-
koeffizienten® des Mediums. Da das Medium als isotrop an-
genommen ist, 8o ist 8, auch unabhingig von der Richtung und
von der Polarisation des Strahles; dagegen hiéngt 3, auBer von
der physikalischen und chemischen Beschaffenheit des Mediums
in betrichtlichem MaBe von der Schwingungszahl ab, wie schon
durch den Index v angedeutet ist. Fir gewisse Werte von »
kann 3, so groBe Betriige annehmen, daB von einer geradlinigen

! Wollte man das Wort ,homogen” nur in absolutem Sinne ge-
‘brauchen, so diirfte man es auf keine einzige ponderable Substanz anwenden.
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Fortpflanzung der Strahlung gar nicht mehr die Rede ist. Fir
andere Werte von » kann 8 wieder so klein werden, daB die
Zerstreuung ginzlich vernachlissigt werden kann. Wir werden
der Allgemeinheit halber S als mittelgroB annehmen. In den
wichtigsten Fillen nimmt § mit wachsendem v zu, und zwar
ziemlich stark, d. h. die Zerstreuung ist fiir Strahlen von kiirzerer
Wellenliinge betriichtlich gréBer.! Daher auch die blaue Farbe
des diffusen Himmelslichts.

Die zerstreute Strahlungsenergie pflanzt sich von der Zer-
streuungsstelle ebenso wie die emittierte Strahlung von der
Emissionsstelle nach allen Seiten des Raumes, vorwiirts, seit-
warts und riickwiirts, fort, doch nicht nach allen Richtungen mit
gleicher Intensitit. Auch ist sie nicht unpolarisiert, sondern es
zeigen sich gewisse Vorzugsrichtungen, wobei natiirlich die Rich-
tung des wurspriinglichen Strahles eine Rolle spielt. Doch
brauchen wir diese Fragen hier nicht weiter zu verfolgen.

§ 9. Wihrend das Phiénomen der Zerstreuung eine stetig
wirkende Modifikation der fortschreitenden Strahlung im Innern
des Mediums bedeutet, tritt eine plotzliche Anderung sowohl
der Intensitit als auch der Richtung eines Strahles ein, wenn
er an die Grenze des Mediums gelangt und dort auf die Ober-
fliche eines anderen Mediums trifft, dessen Substanz wir eben-
falls als homogen und isotrop voraussetzen wollen. In diesem
Falle wird im allgemeinen ein merklicher Teil des Strahles re-
flektiert, der andere Teil durchgelassen. Reflexion und Brechung
erfolgen entweder ,reguliar®, indem ein einziger reflektierter und
ein einziger gebrochener Strahl auftritt, gem#B dem einfachen
Reflexionsgesetz und dem SnerLrIUsschen Brechungsgesetz, oder
sie erfolgen ,diffus”, indem die Strahlung von der Oberfliche
sich nach verschiedenen Richtungen mit verschiedener Intensitit
in beide Medien hinein ausbreitet. Im ersten Falle nennen wir
die Oberfliche des zweiten Mediums ,glatt, im zweiten Falle
yrauh®. Von der diffusen Reflexion, die an einer rauhen Fliche
eintritt, wohl zu unterscheiden ist die Reflexion eines Strahles an
der glatten Oberfliche eines triilben Mediums. In beiden Fillen
gelangt ein Teil des einfallenden Strahles als diffuse Strahlung
in das erste Medium zurtick. Aber im ersten Falle findet die

! Lord Raviewen, Phil. Mag. 47, p. 379, 1899.
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Zerstreuung an der Oberfliche statt, im zweiten dagegen aus-
schlieBlich im Innern des zweiten Mediums, in mehr oder weniger
tiefen Schichten desselben.

§ 10. Wenn eine glatte Fliche alle auf sie fallenden
Strahlen vollstindig reflektiert, wie das z. B. viele Metallober-
flachen mit groBer Anniherung tun, so nennen wir sie ,spiegelnd,
Wenn aber eine rauhe Fliche alle auf sie fallenden Strahlen
vollstindig und nach allen Richtungen gleichmiBig reflektiert,
so nennen wir sie ,weiB% Der entgegengesetzte Grenzfall, da
die Oberfliche eines Mediums alle auf sie fallenden Strahlen
vollstindig hindurchldaBt, kommt bei glatten Flichen nicht vor,
falls die beiden aneinander grenzenden Medien iiberhaupt optisch
verschieden sind. Eine raube Fliche, welche die Eigenschaft
besitzt, alle auffallenden Strahlen durchzulassen, keinen zu
reflektieren, nennen wir ,schwarz®

AuBer von schwarzen Flichen sprechen wir auch von
schwarzen Korpern, und nennen im AnschluB an G. Kirca-
HOFF! einen Kéorper schwarz, wenn er die Eigenschaft besitzt,
alle auf seine Oberfliche fallenden Strahlen ohne jede Reflexion
in sich aufzunehmen und keinen derselben wieder herauszulassen.
Damit ein Korper schwarz ist, miissen mithin drei verschiedene,
voneinander ganz unabhiingige Bedingungen erfiillt sein. Erstens
muB der Korper eine schwarze Oberfliche besitzen, damit alle
auffallenden Strahlen ohne Reflexion eindringen. Da die Eigen-
schaften einer Oberfliche im allgemeinen durch beide an sie
grenzenden Substanzen beeinfluBt werden, so zeigt diese Be-
dingung, daB die Eigenschaft eines Korpers, schwarz zu sein,
nicht nur von seiner eigenen Natur abh#ingt, sondern auch von
der Natur des angrenzenden Mediums, Ein Kborper, welcher
gegen Luft schwarz ist, braucht es gegen (las nicht zu sein,
und umgekehrt. Zweitens muB der schwarze Korper mindestens
eine gewisse, je nach dem Grade seiner Absorptionsfihigkeit
verschieden zu wihlende Dicke besitzen, damit die von ihm
aufgenommenen Strahlen nicht an irgend einer anderen Stelle

1 G. Kronnorr, Poas. Ann. 109, p. 275, 1860. Gesammelte Ab-
handlnngen, J. A. Barth, Leipzig 1882, p. 578. Kircurorr setzt bei der
Definition eines schwarzen Korpers auch voraus, daB die Absorption der
auffallenden Strahlen innerhalb einer Schicht von ,,unendlich klemer Dicke“
erfolgt, was wir hier nicht tun. '
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der Oberfliche wieder austreten kdnnen. Je kriftiger der Korper
absorbiert, um so geringer darf seine Dicke sein; Korper mit
verschwindend kleinem Absorptionsvermégen miissen dagegen un-
endlich dick angenommen werden, damit sie als schwarz gelten
kdnnen. Endlich drittens muB der schwarze Korper einen
verschwindend kleinen Zerstreuungskoeffizienten (§ 8) besitzen.
Denn sonst wirden die von ihm aufgenommenen Strahlen in
seinem Inpnern teilweise zerstreut werden und wieder durch die
Oberfliche hinausgelangen.!

§ 11. Alle in den beiden vorigen Paragraphen genannten
Unterscheidungen und Definitionen beziehen sich zun#ichst immer
nur auf Strahlen einer bestimmten Farbe. KEine Fliche z. B.,
die fiir eine gewisse Strahlengattung rauh ist, kann fir eine
andere Strahlengattung als glatt betrachtet werden. Im all-
gemeinen verliert eine Fliche fiur Strahlen von wachsender
Wellenlinge immer mehr von ihrer Rauhigkeit, wie leicht zu
verstehen. Da nun glatte nichtreflektierende Flichen nicht
existieren (§ 10), so zeigen alle herstellbaren nahezu schwarzen
Flichen (Lampenru8, Platinmoor) fiir Strahlen hinreichend groBer
Wellenlinge merkliche Reflexion.

§ 12. Absorption. Die Vernichtung eines Wirmestrahles
erfolgt durch den Akt der , Absorption“. Nach dem Prinzip
der Erhaltung der Energie wird dabei die Energie der Wirme-
strahlung in anderweitige Energie (Kérperwirme, chemische
Energie) verwandelt, und daraus folgt, daB nur substanzielle
Partikel Warmestrahlen absorbieren konnen, nicht aber Flichen-
elemente, wenn man auch manchmal der Kiirze halber von
absorbierenden Oberflichen spricht. Da wir uns schon oben
(8 7) ansdriicklich auf solche Substanzen beschriinkt haben, deren
Zustand nur von der Temperatur abhiingt, so kommt die
absorbierte Strahlungsenergie hier lediglich der Kérperwirme
zugute, dient also zur Temperaturerhéhung der Substanz, ent-
sprechend ihrer spezifischen Wiarme und ihrer Dichtigkeit.

Der Vorgang der Absorption #uBert sich darin, daB jeder
in dem betrachteten Medium fortschreitende Wiarmestrahl auf

! Vgl. hieriiber namentlich A. Scmuster, Astrophysical Journal,
21, p. 1, 1905, welcher besonders darauf hingewiesen hat, daB eine un-
endlich dicke Gasschicht mit schwarzer Oberfliche noch keineswegs ein
schwarzer Korper zu sein braucht.
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einer gewissen Strecke seiner Bahn um einen gewissen Bruchteil
seiner Intensitit geschwicht wird, und zwar ist fir eine hin-

reichend kleine Strecke s dieser Bruchteil proportional der Linge

der Strecke; wir setzen ihn also gleich:
o8 4

und nennen e, den ,Absorptionskoeffizienten® des Mediums fiir
einen Strahl von der Schwingungszahl ». Von der Intensitit
der Strahlung setzen wir den Absorptionskoeffizienten als un-
abhingig voraus; dagegen wird ¢, im allgemeinen, fiir inhomogene
und anisotrope Medien, vom Orte, von der Richtung und auBer-
dem auch von der Art der Polarisation des Strahles abhingen
80 z. B. beim Thurmalin) Da wir aber hier nur homogene und
"isotrope Substanzen betrachten, so diirfen wir e, fiir alle Stellen
des Mediums und fiir alle Richtungen gleich gro8 und nur von
der Schwingungszahl », von der Temperatur 7 und von der
chemischen Beschaffenheit des Mediums abhiingig annehmen.

Wenn «, nur fir einen beschrinkten Spektralbezirk von
Null verschieden ist, so besitzt das Medium ,auswihlende*
(selektive) Absorption. Fir diejenigen Farben, fir welche «, =0,
und auch der Zerstrenungskoeffizient 8, = 0, ist das Medium
,vollkommen durchsichtig# oder ,diatherman“. Die Eigenschaften
der selektiven Absorption und der Diathermansie kénnen sich
aber fiir ein bestimmtes Medium mit der Temperatur stark
#ndern. Im allgemeinen nehmen wir e, als von mittlerer GrioBe
an, worin enthalten ist, daB die Absorption lings einer einzigen
Wellenliinge sebr schwach ist. Denn die Strecke s enthilt, ob-
wohl klein, immer noch viele Wellenlingen (§ 2).

§ 18. Die im vorhergehenden in bezug auf die Emission,
die Fortpflanzung und die Absorption eines Wiirmestrahles
angestellten Uberlegungen geniigen, um, falls die ndtigen
Konstanten bekannt sind, bei gegebenen Anfangs- und Grenz-
bedingungen den gesamten zeitlichen Verlauf eines Strahlungs-
vorgangs, einschlieBlich der durch ihn bewirkten Temperatur-
#nderungen, in einem oder mehreren aneinander grenzenden
Medien der betrachteten Art mathematisch zu verfolgen, — eine
allerdings meist sehr verwickelte Aufgabe. Wir wollen aber,
ehe wir zur Behandlung spezieller Fille tibergehen, die all-
gemeinen Strahlungsvorginge zuniichst noch von einer anderen

p .
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Seite bet.rachten, mdem wir nﬁ,mhch nicht mehr einen bestlmmten
Strahl, sondern eine bestimmte Stelle im Raume ins Auge fassen.

§ 14. Denken wir uns irgendwo im Innern eines beliebig
durchstrahlten Mediums ein unendlich kleines Flichenelement d o
herausgegriffen, so wird dieses Element in einem bestimmten
Augenblick nach den verschiedensten Richtungen von Strahlen
durchkreuzt werden, und die in dem Zeitelement d¢ durch das
Element do in einer bestimmten Richtung hindurchgestrahlte
Energie wird proportional d¢ und do sein, und auBerdem pro-
portional dem cos des Winkels ¢, welchen die Normale von do
mit der Richtung der Strahlung bildet. Denn wenn do¢ hin-
reichend klein genommen wird, so kdnnen wir uns vorstellen;
obgleich das den tatsiichlichen Verhiltnissen nur angenshert
entsprechen wird, daB alle Punkte von d ¢ in vollkommen gleicher
Weise von der Strahlung betroffen werden. Dann muB die
durchdo in einer bestimmten Richtung hindurchgestrahlte Energie
proportlona.l der GroBe der Offnung sein, welche das Element d o
jener Strahlung darbietet, und diese Ofinung wird gemessen
durch die GroBe do-cos 3. Wenn das Element do gegen die

Strahlung gedreht wird, so verschwindet fir 4 = 12'— die hin-

durchgestrahlte Energie vollstindig, wie leicht einzusehen.

Von jedem Punkt des Fldachenelementes d o aus pflanzt sich
nun im allgemeinen ein Biindel von Strahlen nach allen Richtungen
des Raumes fort, und zwar nach verschiedenen Richtungen mit
verschiedener Intensitit, und alle diese Strahlenbiiudel sind
bis auf kleine Abweichungen von hdéherer Ordnung identisch.
Doch kommt einem einzelnen dieser Punktbiindel niemals eine
endliche Energie zu, da eine endliche Energie nur durch eine
endliche Fliche gestrahlt wird. Dies gilt auch fiir den Durch-
gang von Strahlen durch einen sogenannten Brennpunkt. Wenn
z. B. Sonnenlicht -durch eine Sammellinse in deren Brennebene
konzentriert wird, so vereinigen sich die Sonnenstrahlen nicht
etwa alle in einem einzigen Punkt, sondern jedes Biindel paralleler
Strahlen liefert einen besonderen Brennpunkt, und alle diese
Brennpunkte bilden zusammen eine Fliche, welche ein zwar
kleines, aber doch endlich ausgedehntes Bild der Sonne dar-
stellt. KEine endliche Energie geht nur durch einen endlichen
Teil dieser Flache.
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§ 15, Betrachten wir nun fiir den allgemeinen Fall das
Strahlenbiindel, welches von einem Punkte des Flichenelementes do
als Spitze nach allen Richtungen des Raumes, zu beiden Seiten
von do, sich fortpflanzt. Die einer gewissen, durch den schon ’
oben benutzten Winkel & (zwischen O und #) und durch das
Azimut ¢ (zwischen 0 und 2) bestimmten Richtung entsprechende
Strahlungsintensitit wird gemessen durch die Energie, welche
sich innerhalb eines unendlich diinnen, durch die .Werte der
Winkel & und & +d&, ¢ und ¢ + dg, begrenzten Kogels

fortpflanzt. Die Offnung dieses Kegels ist: -~

iQ=snd dd-deg. ()

Auf diese Weise erhalten wir fir die Energie, welche in
der Zeit d¢ durch das Flichenelement d¢ in der Richtung des
Kegels d Q hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck:

dtdo cos 9 dQ K = K sin & cos & d¥ dep do dt. (6)

Die endliche GréBe K nennen wir die ,spezifische Intensitét«
oder auch die ,Helligkeit”, d 2 den ,,Otfnungswinke “ des von
einem Punkte des Elementes do in der Richtung (&, ¢) aus-
gehenden Strahlenbiindels. K ist eine positive Funktion des
Ortes, der Zeit und der beiden Winkel & und ¢. Die spezi-
fischen Strahlungsintensititen nach verschiedenen Richtungen
sind im allgemeinen ginzlich unabhingig voneinander. Setzt
man z. B. in der Funktion K fiir & den Wert # — &, und fir ¢
den Wert m + ¢, so erhilt man die spezifische Strahlungs-
intensitit in der gerade entgegengesetzten Richtung, eine im
. allgemeinen von der vorigen ganz verschiedene GrdBe.

Die Gesamtstrahlung durch das Flichenelement do nach
einer Seite, etwa derjenigen, fiir welche der Winkel & ein spitzer
ist, ergibt sich durch Integration iiber ¢ von O bis 2, und

ttber 9 von O bis 721:

2x =2
fd(pfdz‘} K sin 3 cos & do dt.
0 ]

Ist die Strahlung nach allen Richtungen gleichmiBig, also K
konstant, so folgt hieraus fiir die Gesamtstrahlung durch d¢

nach einer Seite:
n K do dt. : ©)
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§16. Wenn man von der Strahlung in einer bestimmten
Richtung (%, @) spricht, so ist dabei doch immer zu bedenken,
daB eine endliche Energiestrahlung stets nur innerhalb eines
Kegels von endlicher Offnung stattfindet. Es gibt keine end-
liche Licht- und Warmestrahlung, die sich in einer einzigen
ganz bestimmten Richtung fortpflanzt, oder, was dasselbe ist:
es gibt in der Natur kein absolut paralleles Licht, keine absolut
ebenen Lichtwellen. Aus einem sogenannten parallelen Strahlen-
biindel ist eine endliche Strahlungsenergie nur dann zu gewinnen,
wenn die Strahlen oder die Wellennormalen des Biindels inner-
halb eines endlichen, wenn auch unter Umstinden sehr schmalen
Kegels divergieren.

§ 17. Die spezifische Intensitit K der. Energiestrahlung
nach jeder Richtung zerfillt weiter in die Intensititen der ein-
zelnen, den verschiedenen Gebieten des Spektrums angehdrigen
Strahlen, die sich unabhiingig voneinander fortpflanzen. Hierfir
ist maBgebend die Strahlungsintensitit innerhalb eines Inter-
valls von Schwingungszahlen, etwa von » bis »". Ist das Inter-
vall »' — » hinreichend klein, gleich dv, so ist die Strahlungs-
intensitit innerhalb des Intervalls proportional dv; die Strahlung
heiBt dann homogen oder monochromatisch.

Endlich ist bei einem Strahl von bestimmter Richtung,
Intensitit und Farbe noch die Art der Polarisation charakte-
ristisch. Zerlegt man einen in bestimmter Richtung fortschrei-
tenden Strahl von bestimmter Schwingungszahl ¥ und beliebigem
Polarisationszustand in zwei geradlinig polarisierte Komponenten,
deren Polarisationsebenen senkrecht  aufeinander stehen, im
fibrigen aber beliebig sind, so ist die Summe der Intensititen
der beiden Komponenten stets gleich der Intensitit des ganzen
Strahles, unabhiingig von der Orientierung des Ebenenpaares,
und zwar kann die GroBe der beiden Komponenten stets dar-
gestellt werden durch zwei Ausdriicke von der Form:

" { !, cos?w + K, sin?w
® und K], 8in?w + &, cos?w,
wobei @ das Azimut der Polarisationsebene einer Komponente
bedeutet. Die Summe dieser beiden Ausdriicke, welche wir die
n,Komponenten der spezifischen Strahlungsintensitit von der
Schwingungszahl »“ nennen, ergibt in der Tat die Intensitit
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des ga.rizen Strahls &, + &, unabhiingig von w. R, und &, re-
prasentieren zugleich den groBten und den kleinsten Wert der
Intensitit, den eine Komponente tiberhaupt annehmen kann

fir ®«=0 und w = %) Daher nennen wir diese Werte die

,Hauptwerte der Intensitit« oder die ,Hauptintensititen”, und
die entsprechenden Polarisationsebenen die ,Hauptpolarisations-
ebenen* des Strahles. Beide sind natiirlich im allgemeinen mit
der Zeit veriinderlich. Somit konnen wir allgemein setzen:

K7 ey e ety
K= fdm+m,f>4v.,. )
Edx:

wobei die positiven GroBen ®, und R,, die beiden Hauptwerte
der spezifischen Strahlungsintensitit (Helligkeit) von der Schwin-
gungszahl », auBer von » noch vom Ort, von der Zeit und von
den Winkeln & und ¢ abhéingen. Durch Substitution in (6)
erhilt man hieraus fiir die Energie, welche in der Zeit d¢ durch
das Flichenelement d ¢ in der Richtung des Elementarkegels 4
‘hmdurchgestra.hlt wird, den Ausdruck: ‘

dtdacos&dﬂfdw@,+@) (10)

~ und fiir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung vo‘:.l"-'
der Helligkeit ®,:

dido cosy dQ R, dv = dt do sind cosd dF dop ®,dv. (11)
Fiir unpolarisierte Strahlen ist &, = &,; folglich:

E=2[dv8, (12)
Of |

und die Energie eines monochromatischen Strahles von der
Schwingungszahl » wird:

2dt do cosd dQ R, dv = 2dt do sin$ cos? d dp &, dv. (13)

Ist auBerdem die Strahlung nach allen Richtungen gleich-
mabig, so ergibt sich fiir die Gesamtstrahlung durch do nach
einer Seite aus (7) und (12):

27 do dt | R, dv. (14)
/

PLANCK, Wirmestrahlung. : 2
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§ 18. Da R, in der Natur nicht unendlich groB werden
kann, so ist ein endlicher Wert von K nur dann mdglich, wenn
®, in einem endlichen Intervall von Schwingungszahlen v von
Null verschieden ist. Daher gibt es in der Natur keine in
absolutem Sinne homogene oder monochromatische Licht- oder
Wirmestrahlung. Eine endliche Strahlung umfaBt immer auch
ein endliches, wenn auch unter Umstinden sehr schmales Spektral-
gebiet. Hierin liegt ein prinzipieller Unterschied gegeniiber den
entsprechenden Erscheinungen in der Akustik, wo eine endliche
Schallintensitit auf eine ganz bestimmte Schwingungszahl treffen
kann.” Auf diesen Unterschied griindet sich u. a., wie wir spiter
sehen werden, der Umstand, daB der zweite Hauptsatz der
Wirmetheorie nar fir Licht- und Warmestrahlen, nicht aber
fir Schallwellen Bedeutung hat.

§19. Wie man aus der Gleichung (9) ersieht, ist die
GroBe ®,, die Strahlungsintensitit der Schwingangszahl v, von
anderer Dimension als die GroBe K, die Strahlungsintensitit des
ganzen Spektrums. Ferner ist zu beachten, daB, wenn man die
spektrale Zerlegung nicht nach Schwingungszahlen v, sondern
nach Wellenlingen A vornimmt, die Strahlungsintensitit E, der
der Schwingungszahl » entsprechenden Wellenlinge 4 nicht ein-
fach dadurch erhalten wird, daB man in dem Ausdruck von ®,
v durch den entsprechenden Wert von A ersetzt, also:

(15) v=1,

wenn ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet. Denn es ist
nicht E, gleich ®,, sondern es ist E;dA = &, dv, wenn sich d 4
und dv auf dasselbe Spektralintervall beziechen. Nun ist, wenn
dA und dv beide positiv genommen werden:

dv=21" di
PN
folglich durch Substitution:
(16) B =1

e

Hieraus geht u. a. hervor, daB in einem bestimmten Spek-
trum die Maxima von E; und von ®, an verschiedenen Stellen
des Spektrums liegen!

§ 20. Wenn die Hauptintensititen ®, und &, aller mono-
chromatischen Strahlen nach allen Richtungen in allen Punkten
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in allen Einzelheiten bestimmt, und es lassen sich simtliche
darauf beziigliche Fragen beantworten. Wir wollen dies noch an
einigen speziellen Anwendungen zeigen. Fragen wir zuniichst nach
der Energiemenge, welche durch irgend ein Flichenelement do
einem beliebigen anderen Flichenelement d o’ zugestrahlt wird.
Die Entfernung » der beiden Flichenelemente sei groB gegen
die Lineardimensionen jedes der Elemente, aber doch so klein,
daB auf der Strecke » keine merkliche Absorption oder Zer-
streuung der Strahlung stattfindet. Fiir diathermane Medien ist
natiirlich die letzte Bedingung gegenstandslos.

Nun gehen durch irgend einen bestimmten Punkt von do
Strahlen nach allen Punkten von do’. Diese Strahlen bilden
einen Kegel, dessen Spitze in do liegt und dessen Offnung
gegeben ist durch: ) )

Q0= da c(;:(v ,r),
wobei »’ die Normale von do’ bedeutet und der Winkel (s, 7)
spitz zu nehmen ist. Dieser Wert von 4 2 ist bis auf kleine
GroBen hoherer Ordnung unabhingig von der speziellen Lage
der Spitze des Kegels auf dg.

Bezeichnen wir weiter mit » die entsprechend gerichtete
Normale von dg, so ergibt sich aus der Gleichung (6), da hier
¥ = (v,7) zu setzen ist, die gesuchte Strahlungsenergie:

K.da-dﬂ"cos’(.:"f)'cos(y"r)"dt (17)

und fiir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung von
der Schwingungszahl » nach Gleichung (11):
@’d”.da do’ cos(:;r) cos (¥, 1) . dt. (18)
Das GrioBenverhiltnis der Flichenelemente d o und do’ zu-
einander ist dabei ganz beliebig, sie kdénnen von gleicher oder
auch von verschiedener GroBenordnung genommen werden, wenn
nur » groB ist gegen die Lineardimensionen jedes der beiden
Elemente. Nimmt man do unendlich klein gegen d¢”’, so diver-
gieren die Strahlen von do gegen dg’; nimmt man aber do
unendlich groB gegen d¢’, so konvergieren sie von d o gegen d o',
§ 21, Da jeder Punkt von do die Spitze eines nach do’
gehenden Strahlenkegels bildet, so besteht das ganze hier be-
2*
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trachtete, durch die Flichen do und do’ best.lmmte Strahlen-
btindel aus zweifach unendlich vielen Punktbiindeln oder aus
vierfach unendlich vielen Strahlen, welche alle in gleicher Weise
fur die Energiestrahlung in Betracht kommen. Ebensogut kann
man sich das Strahlenbtindel auch zusammengesetzt denken aus den
Kegeln, welche von allen Punkten des Elementes d o ausgehend
in je einem Punkte von do’ als Spitze konvergieren. Schneiden
wir nun das ganze Strahlenbiindel durch irgend eine Ebene in
beliebiger Entfernung von den Elementen do und do’, sei es
zwischen ihnen oder auBerhalb, so werden die Querschnitte der
einzelnen Punktbiindel im allgemeinen nicht dieselben sein,
auch nicht annihernd, sondern sie werden sich teilweise iiber-
decken, teilweise aber auseinanderfallen, so daB man von einem
bestimmten Querschnitt des ganzen Strahlenbiindels im Sinne
einer gleichfsrmigen Bestrahlung desselben gar nicht reden kann
Nur wenn die Schnittebene mit do oder mit do’ zusammen-
fallt, hat das Strahlenbiindel einen bestimmten Querschnitt.
Diese beiden Flichen spielen also in ihm eine ausgezeichnete
Rolle; wir wollen sie die beiden ,Brennflichen* des Biindels
nennen,

In dem schon oben erwihnten speziellen Falle, daB eine
der beiden Brennflichen unendlich klein ist gegen die andere,
nimmt das ganze Strahlenbiindel den Charakter eines Punkt-
biindels an, insofern seine Gestalt nahezu die eines Kegels wird,
der seine Spitze in der gegen die andere unendlich kleinen
Brennfliche hat, und man kann dann auch in bestimmtem Sinne
von einem Querschnitt des Biindels an irgend einer Stelle im
Raume sprechen. Ein solches, einem Kegel #hnlich sehendes
Strahlenbiindel nennen wir ein Elementarbiindel, und die un-
endlich kleine Brennfliche die erste Brennfliche des Elementar-
biindels. Die Strahlung erfolgt entweder konvergierend, auf die
erste Brennfliche zu, oder divergierend, von der ersten Brenn-
fliche fort. Alle in einem Medium fortschreitenden Strahlen-
biindel lassen sich auffassen als zusammengesetzt aus solchen
Elementarbiindeln, und wir konnen daher unseren kiinftigen
. Betrachtungen stets lauter KElementarbiindel zugrunde legen,
was wegen ihrer einfacheren Beschaffenheit viel bequemer ist.

Die Begrenzung eines Elementarbiindels bei gegebener erster
Brennfliche do kann, auBer durch die zweite Brennfliche d o,
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auch durch die GroBe des Offnungswinkels d 2 festgelegt werden,
unter welchem do’ von do aus gesehen wird; wihrend dagegen
bei einem beliebigen Biindel, d. h. wenn die beiden Brennflichen
von gleicher GroBenordnung sind, die zweite Brennfliche nicht
allgemein durch den Offnungswinkel d Q ersetzt werden kann,
ohne daB das Biindel seinen Charakter wesentlich #ndert. Denn
wenn statt do’ die GroBe und Richtung von d £ (konstant fiir
alle Punkte von do) gegeben ist, so bilden die von do aus-
gehenden Strahlen nicht mehr das vorige Biindel, sondern viel-
mehr ein Elementarbiindel, dessen erste Brennfliche d ¢ ist und
dessen zweite Brennfliche im Unendlichen liegt.

§ 22. Da die Energiestrahlung sich in dem Medium mit
endlicher Geschwindigkeit ¢ fortpflanzt, so befindet sich in einem
endlichen Raumteile desselben ein endlicher Betrag von Energie;
wir sprechen daher von der ,riumlichen Strahlungsdichte“ als
dem Verhiltnis der gesamten in einem Volumenelement ent-
haltenen Strablungsenergie zu der GrioBe des Volumenelements,
Berechnen wir nun die riumliche Strahlungsdichte » an irgend
einer Stelle des Mediums. Wenn wir an der betreffenden Stelle
ein unendlich kleines Volumen v von beliebiger Form betrachten,
80 haben wir alle Strahlen zu beriicksichtigen, welche das
Volumenelement » durchkreuzen. Zu diesem Zwecke legen wir

‘um irgend einen Punkt O des
Volumenelements als Mittelpunkt
eine Kugelfliche vom Radius », der
groB ist gegen die Lineardimensionen
von v, aber doch so klein, daB

auf der Strecke r keine merkliche @
Schwiichung der Strahlung durch 5
Absorption oder Zerstreuung statt- /
findet (Fig. 1). Jeder Strahl, der das

Volumen v trifft, kommt von einem R

Punkte der Kugelfliche her. Wenn Fig. 1.

wir also zunichst die Strahlen ins

Auge fassen, welche von den Punkten eines bestimmten unendlich
kleinen Elements d ¢ der Kugelfliche ausgehend das Volumen v
treffen, so erhalten wir daraus durch Summation iiber alle
Elemente der Kugelfliche simtliche in Betracht kommenden
Strahlen, und jeden nur einmal.
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Berechnen wir daher zunﬁ,chst den Beitrag, welchen das
Flichenelement d ¢ durch seine gegen das Volumen v gerichtete
Strahlung zu der in v enthaltenen Strahlungsenergie liefert. Wir
nehmen die Lineardimensionen von d¢ unendlich klein gegen
die von v und betrachten den Strahlenkegel, der von einem in do
gelegenen Punkt P ausgehend das Volumen v trifft. Dieser
Kegel zerfillt in unendlich viele unendlich diinne Elementar-
kegel, alle mit P als Spitze, deren jeder ein bestimmtes Stiick
von der Linge s aus dem Volumen v ansschneidet Die Offnung

eines solchen Elementarkegels betrigt ,, wenn f den senk-

rechten Querschnitt des Kegels in der Entfernung » von der
Spitze bezeichnet. Nun braucht die Strahlung, um die Strecke s
zuriickzulegen, die Zeit:

8

T=—-
q

Wahrend dieser Zeit r gelangt nach der Gleichung (6), da
d Q hier gleich —f; und % gleich Null zu setzen ist, die Energie-
menge:
@ Is .
(19) TdO'FK—rTq' Kdo

innerhalb des betrachteten Elementarkegels in das Volumen v
hinein und verteilt sich hier auf den von dem Elementarkegel
ausgeschnittenen Raum, dessen Volumen fs betriigt. Summiert
man iiber alle von dem Flichenelement do ausgehenden Elementar-
kegel, welche v treffen, so erhilt man

Kda Ef Kda

fir die ganze in dem Volumen » befindliche strahlende Energie,
soweit sie von der Strahlung durch das Fliichenelement d ¢ her-
rithrt. Um die gesamte in v enthaltene Strahlungsenergie zu
erhalten, hat man schlieBlich noch iiber alle Elemente do der
Kugelfliche zu integrieren. Dies liefert, wenn man den Offnungs-

winkel d_;r des Kegels, dessen Spitze in O liegt, und der das
r
Element do aus der Kugelfliche ausschneidet, mit d Q bezeichnet:

%-deQ
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und als gesuchte ridumliche Strahlungsdichte, durch Division
mit v:
1
u=?~de.Q. (20)

Da r hier ganz fortgefallen ist, so kann man unter K ein-
fach die Strahlungsintensitit in dem Punkte O selber verstehen.
Bei der Integration ist zu beachten, da K im allgemeinen von
der Richtung (%, ¢) abhiingt.

Fir gleichmiBige Strahlung nach allen Richtungen ist K
konstant, und man erhilt:

4n K
K 21)
§28. Wie von der riumlichen Dichte der Gesamtstrahlung «,
so spricht man auch von der riumlichen Dichte der Strahlung
einer bestimmten Schwingungszahl u,, indem man die spektrale
Zerlegung vornimmt:

w= |u,dv. (22)
J

Dann ergibt sich durch Kombination der Gleichungen (20)
und (9):
= % ®, + 8,742 28)

und hieraus fiir unpolarisierte und nach allen Richtungen gleich-
miBige Strahlung:
8n 8,

- (24)

u, =

Zweites Kapitel. Strahlung beim thermodynamischen
Gleichgewicht. Kirchhoffsches Gesetz. Schwarze Strahlung.

§ %4. Wir wollen jetzt die im vorigen Kapitel aufgestellten
Siatze auf den speziellen Fall des thermodynamischen Gleich-
gewichts anwenden und stellen daher an die Spitze der folgen-
den Uberlegungen die aus dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik flieBende Folgerung: Ein System ruhender Kdrper von
beliebiger Natur, Form und Lage, welches von einer festen, fiir
Wirme undurchlissigen Hiille umschlossen ist, geht, bei be-
liebig gewdhltem Anfangszustand, im Laufe der Zeit in einen
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Danerzustand tiber, bei welchem die Temperatur in allen Kérpern
des Systems die ndmliche ist. Dies ist der thermodynamische
Gleichgewichtszustand, in welchem die Entropie des Systems
unter allen Werten, die sie vermdge der durch die Anfangs-
bedingungen gegebenen Giesamtenergie anzunehmen vermag, einen
Maximalwert besitzt, von welchem aus daher keine weitere Ver-
mehrung der Entropie mehr moglich ist.

Es kann in gewissen Fillen vorkommen, daB unter den
gegebenen Bedingungen die Entropie nicht ein einziges, sondern
mehrere verschiedene Maxima annehmen kann, von denen dann
eins das absolute ist, wihrend die iibrigen nur relative Be-
deutung haben.! In diesen Fillen stellt jeder Zustand, der
einem Maximalwerte der Entropie entspricht, einen thermo-
dynamischen Gleichgewichtszustand des Systems dar. Aber nur
derjenige unter ihnen, der dem absolut groBten Wert der Entropie
entspricht, bezeichnet das absolut stabile Gleichgewicht. Die
iibrigen sind alle in gewissem Sinne labil, insofern eine ge-
eignete, wenn auch minimale Stérung des Gleichgewichts eine
dauernde Verinderung des Systems in Richtung nach dem
absolut stabilen Gleichgewicht hin veranlassen kann. Ein Bei-
spiel hierfiir bietet ein in ein festes GefiB eingeschlossener Dampf
im Zustand der Uberséttigung, oder irgend eine explosible Sub-
stanz. Auch bei den Strahlungsvorgingen werden wir Beispiele
solcher labilen Gleichgewichte antreffen (§ 52).

§ 25. Wir setzen nun wieder, wie im vorigen Kapitel,
homogene isotrope Medien voraus, deren Zustand nur von der
Temperatur abhingt, und fragen nach den Gesetzen, denen die
Strahlungsvorginge in ihnen gehorchen miissen, wenn sie mit
der im vorigen Paragraph angefithrten Folgerung aus dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik im Einklang sein sollen. Das
Mittel zur Beantwortung dieser Frage gibt uns die Untersuchung
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes eines oder
mehrerer solcher Medien, unter Benutzung der im vorigen
Kapitel aufgesteliten Begriffe und Sitze.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: einem einzigen
Medium, welches nach allen Richtungen des Raumes sehr weit

! Vgl. z. B. M. Pranck, Vorlesungen iiber Thermodynamik, Leipzig,
Veit & Comp., 1905, § 165 und § 189 ff.
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ausgedehnt ist, und, wie alle hier betrachteten Systeme, von
einer festen, fir Wirme undurchliassigen Hiille umschlossen
wird. Das Medium besitze, wie wir vorliufig annehmen wollen,
einen endlichen Absorptionskoeftizienten, einen endlichen Emis-
sionskoeffizienten und einen endlichen Zerstreuungskoeffizienten.

Betrachten wir nun zunichst solche Stellen des Mediums,
welche von der Oberfliche sehr weit entfernt liegen. Hier wird
der EinfluB der Oberfliche jedenfalls verschwindend klein sein
und wir werden wegen der Homogenitit und Isotropie des
Mediums schlieBen miissen, daB im thermodynamischen Gleich-
gewichtszustand die Wéarmestrahlung iiberall und nach allen
Richtungen von gleicher Beschaffenheit ist, oder daB ®,, die
spezifische Strahlungsintensitit eines geradlinig polarisierten
Strahles von der Schwingungszahl » (§ 17), unabhingig ist vom
Azimut der Polarisation, von der Richtung des Strahles und
vom Orte. Daher entspricht auch jedem von einem Flichen-
element do ausgehenden, innerhalb eines Elementarkegels 42
divergierenden Strahlenbiindel ein genau gleiches und entgegen-
gesetzt gerichtetes innerhalb des nimlichen Elementarkegels
gegen das Flichenelement hin konvergierendes Biindel.

Nun erfordert die Bedingung des thermodynamischen Gleich-
gewichts, daB die Temperatur iiberall gleich und unverinderlich
ist, daB also in jedem Volumenelement des Mediums wihrend
einer beliebigen Zeit ebensoviel strahlende Wirme absorbiert
wie emittiert wird. Denn da wegen der GleichmiBigkeit der
Temperatur keinerlei Wirmeleitung stattfindet, wird die Korper-
warme lediglich durch die Wirmestrahlung beeinflut. Das
Phéinomen der Zerstreuung spielt bei dieser Bedingung keine
Rolle; denn die Zerstreuung betrifft nur eine Richtungsiinderung
der gestrahlten Energie, nicht aber Erzeugung oder Vernichtung
derselben. Wir berechnen daher die in der Zeit d¢ von einem
Volumenelement v emittierte und absorbierte Energie.

Die emittierte Energie betrigt nach Gleichung (2):

dt-v-8m|e, dv,
J
wobei der Emissionskoeffizient s, des Mediums auBler von seiner
chemischen Natur nur von der Schwingungszahl » und von der
Temperatur abhingt. .
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§ 26. Zur Berechnung der absorblerten Energne bedlenen
wir uns der nimlichen Betrachtung, wie die, welche durch die
Fig. 1 (§ 22) illustriert wurde, und behalten auch die dortigen
Bezeichnungen bei. Die von dem Volumenelement v in der
Zeit dt absorbierte Energiestrahlung ergibt sich, wenn wir die
Intensititen aller das Element v durchkreuzenden Strahlen be-
trachten und von jedem dieser Strahlen den in » absorbierten
Bruchteil beriicksichtigen. Nun besitzt der von do ausgehende,
aus dem Volumen » den Teil fs ausschneidende Elementar-
strahlenkegel nach (19) die Intensitit (Energiestrahlung in der
Zeiteinheit)

do- L. K
r
oder in spektraler Zerlegung nach (12):
£ (%
2do- L Ofﬁ, dv.

Die Intensitit eines monochromatischen Strahles ist daher:
2do- f R, dv.

Der Betrag der auf der Strecke s in der Zeit d¢ absorbierten
Energie dieses Strahles ist daher nach (4):

dt-e,s-2do f@ dy

und die ganze aus dem Elementarstrahlenkegel absorbierte Energie
betrigt, durch Integration iber alle Schwingungszahlen:

at. 2daf“fa,@ dv.

0

Summiert man diesen Ausdruck erstens iiber die verschiedenen
Querschnitte f der von d o ausgehenden, das Volumen v treffenden
Elementarstrahlenkegel, wobei zu beachten, da > fs ="», und
zweitens fiber alle Elemente do der Kugelfliche vom Radius r, wobei

f —fTo = 4m, 8o erhidlt man als Ausdruck fir die gesamte in der

Zeit d¢t vom Volumenelement v absorbierte strahlende Energie:

25) dt-v-Snfa,@, dv

°
0
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und durch Gleichsetzen mit der emittierten Energie:

fe, dv=|e, 8 dv.
0 0

Diese Beziehung liBt sich noch spektral zerlegen. Denn
die Gleichheit der emittierten und der absorbierten Energie
beim thermodynamischen Gleichgewicht gilt nicht nur fir die
Gesamtstrahlung des ganzen Spektrums, sondern auch, wie sich
leicht einsehen 146t, fiir jede monochromatische Strahlung. Da
nédmlich die GréBen ¢, &, und ®, unabhingig vom Orte sind,
so wiirde, wenn fiir eine einzelne Farbe die absorbierte Energie
der emittierten nicht gleich wiire, iiberall im ganzen Medium
eine fortwihrende Zunahme oder Abnahme der Energiestrahlung
der betreffenden Farbe, auf Kosten anderer Farben, stattfinden,
was der Bedingung widerspricht, daB ®, fir jede einzelne
Schwingungszahl sich mit der Zeit nicht #ndert. KEs gilt also
auch fir jede Schwingungszahl die Beziehung:

6, =08, (26)
oder: R =2, (27)

ay

d h. im Innern eines im thermodynamischen Gleich-
gewicht befindlichen Mediums ist die spezifische
Strahlungsintensitit einerbestimmtenSchwingungszahl
gleich dem Quotienten aus dem Emissionskoeffizienten
und dem Absorptjonskoeffizienten des Mediums fiir diese
Schwingungszahl.

8§ 27. Da & und «, auBer von der Natur des Mediums
nur von der Temperatur und der Schwingungszahl ¥ abhingen,
so ist mithin auch die Strahlungsintensitit einer bestimmten
Farbe beim thermodynamischen Gleichgewicht durch die Natur
des Mediums und durch die Temperatur vollstindig bestimmt.
Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, da «, =0, d. h. daB
das Medium die betreffende Farbe gar nicht absorbiert. Da &,
nicht unendlich groB werden kann, so folgt zunichst, daB dann
auch g = 0, d. h. ein Medium emittiert keine Farbe, welche es
nicht absorbiert. Ferner aber erkennt man, daf, wenn sowohl
¢ als auch « verschwinden, die Gleichung (26) durch jeden
Wert von § befriedigt wird. In einem fiir eine bestimmte
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Farbe diathermanen Medium kann bei jeder beliebigen
Strahlungsintensitit der betreffenden Farbe thermo-
dynamisches Gleichgewicht bestehen.

Hier haben wir schon ein Beispiel fir die oben (§ 24) be-
sprochenen Fille, in denen bei gegebener (Gesamtenergie eines
von einer festen adiabatischen Hiille umschlossenen Systems
mehrere (leichgewichtszustinde moglich sind, entsprechend
mehreren relativen Maxima der Entropie. Denn da die Strahlungs-
intensitat der betreffenden Farbe im thermodynamischen Gleich-
gewicht ganz unabhingig von der Temperatur des fiir sie
diathermanen Mediums ist, so 4Bt sich die gegebene Gesamtenergie
ganz beliebig auf die Strahlung jener Farbe und auf die Kérper-
wirme verteilen, ohne daB das thermodynamische Gleichgewicht
unmoglich wird. Unter allen diesen Verteilungen gibt es aber
eine ganz bestimmte, dem absoluten Maximum der Entropie
entsprechende, welche das absolut stabile Gleichgewicht bezeichnet
und welche, im Gegensatz zu den ibrigen, in gewissem Sinne
labilen Zustinden, die Eigenschaft besitzt, durch keinerlei
minimale Stérung eine merkliche Anderung zu erleiden. In der
Tat werden wir unten (§ 48) sehen, daB unter den unendlich

vielen Werten, deren der Quotient g fahig ist, wenn Zghler

und Nemner beide verschwinden, ein ausgezeichneter, in be-
stimmter Weise von der Natur des Mediums, der Schwingungs-
zahl v und der Temperatur abhiingiger Wert existiert, den man
als die stabile Strahlungsintensitit ®, in dem fiir die Schwingungs-
zahl v diathermanen Medium bei der betreffenden Temperatur zu
bezeichnen hat.

Was hier von einem fiir eine bestimmte Strahlenart dia-
thermanen Medium gesagt ist, das gilt ebenso vom absoluten
Vakuum, als einem fiir simtliche Strahlenarten diathermanen
Medium, nur daB man hier nicht mehr von der Kérperwirme
und von der Temperatur des Mediums sprechen kann.

Fiirs erste wollen wir aber von dem speziellen Falle der
Diathermansie wieder ganz absehen und voraussetzen, daB alle
betrachteten Medien einen endlichen Absorptionskoeffizienten
besitzen.

§ 28. Widmen wir nun auch noch dem Vorgang der Zer-
streuung beim thermodynamischen Gleichgewicht eine kurze
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Betrachtung. Jeder Strahl, der das Volumenelement v trifft,
erleidet dortselbst eine gewisse Schwichung seiner Intensitit
dadurch, daB ein gewisser Bruchteil seiner Energie nach anderen
Richtungen abgelenkt wird. Der Betrag der gesamten in der
Zeit dt vom Volumenelement » von allen Richtungen des Raumes
durch Zerstreuung aunfgefangenen Energiestrahlung berechnet
sich auf Grund des Ausdruckes (3) genau in derselben Weise
wie der der absorbierten Energiestrahlung in § 26, und wir er-
halten daher fir ihn, wie in (25):

d;-v-snjﬂ,@, dv. 28)
0

Die Frage nach dem Verbleib dieser Energie liBit sich eben-
falls leicht beantworten. Denn wegen der Isotropie des Mediums
muB die vom Volumenelement v ausgehende Strahlung der
dortselbst zerstreuten Energie (28), ebenso wie die Einstrahlung,
nach allen Richtungen gleichmiBig erfolgen. Dies ergibt fr
denjenigen Teil der vom Element v durch Zerstreuung auf-
gefangenen Energie, welcher durch den Offnungswinkel d Q wieder

ausgestrahlt wird, durch Maultiplikation mit %?—:

2dt dv d{)fﬂ, R, dv
0

und fiir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung:
dtdvdQ-6, R, dv. (29)

Dabei ist allerdings wohl zu beachten, daB diese Gleich-
miBigkeit der Ausstrahlung nach allen Richtungen nur fir alle
das Element » treffenden Strahlen zusammengenommen gilt;
denn ein einzelner Strahl wird, auch in einem isotropen Medium,
nach verschiedenen Richtungen mit verschiedener Intensitat und
Polarisation zerstreut (vgl. § 8 am SchluS).

Auf diese Weise ergibt sich, daB beim thermodynamischen
Strahlungsgleichgewicht im Innern des Mediums der Vorgang
der Zerstreuung im ganzen iiberhaupt keinen Effekt hervor-
bringt. Die von allen Seiten auf ein Volumenelement auf-
fallende und dort wieder nach allen Seiten zerstreute Strahlung
verhilt sich genau ebenso, als ob sie ohne jede Modifikation
darch das Volumenelement direkt hindurchgegangen wiire. Was
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ein Strahl durch Zerstreuung an Energxe verhert das gewmnt
er wieder durch Zerstreuung anderer Strahlen.

§ 29. Wir wollen nun die Strahlungsvorgiinge im Innern
eines sehr weit ausgedehnten, im thermodynamischen Gleich-
gewicht befindlichen homogenen isotropen
Mediums noch von einem anderen Standpunkt
aus betrachten, indem wir nicht mehr ein
bestimmtes Volumenelement, sondern ein be-
stimmtes Strahlenbiindel, und zwar ein Ele-
mentarbiindel (§ 21) ins Auge fassen. Dasselbe
sei charakterisiert durch die unendlich kleine
Brennfliche d ¢ beim Punkte O (Fig. 2), senk-
recht zur Achse des Biindels, und durch den
Offnungswinkel ¢ 2, und die Strahlung erfolge
gegen die Brennfliche hin in der Richtung
des Pfeiles. Wir betrachten ausschlieBlich nur solche Strahlen,
welche diesem Biindel angehdren.

Die in der Zeiteinheit durch do¢ hindurchtretende Energie
monochromatischer geradlinig polarisierter Strahlung ist nach (11),
da hier d¢ =1, und 4 = 0 zu setzen ist: '

(30) do-dQ.R, dv

Fig. 2.

und dieser namliche Wert gilt auch fiir jeden anderen Quer-
schnitt des Biindels. Denn erstens ist &, dy iiberall gleich groB
(8 25), und zweitens besitzt auch das Produkt aus irgend einem
senkrechten Querschnitt des Biindels und dem Offnungswinkel,
unter dem die Brennfliche do von diesem Querschnitte aus ge-
sehen wird, den konstanten Wert do - df2, da die GroBe des
Querschnittes sich mit der Entfernung von der Spitze O des
Biindels in demselben MaBe vergroBert, wie die jenes Offnungs-
winkels sich verkleinert. Die Strahlung innerhalb des Biindels
erfolgt also genau ebenso, als ob das Medium vollkommen dia-
therman wire.

Andererseits modifiziert sich aber 'die Strahlung auf ihrer
Bahn fortwihrend durch die Einfliisse der Emission, der Absorption
und der Zerstreuung. Wir wollen uns von dem Betrage dieser
Wirkungen im einzelnen Rechenschaft geben.

§ 80. Ein Raumelement des Strahlenbiindels, welches be-
grenzt ist durch zwei Querschnitte in den Entfernungen r,
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{beliebig groB) und r, + dr, von der Spitze O, und welches daher
das Volumen dr,.7,2d® besitzt, emittiert gegen die bei O ge-
legene Brennfliche do in der Zeiteinheit eine Energiemenge E
monochromatischer geradlinig polarisierter Strahlung, welche
man aus (1) erhdlt, wenn man darin setzt:
d
dt=1, dr=dr, r2dQ, dsz=7;'
und den Zahlenfaktor 2 unterdriickt; also die Energie:
E=dry-dQ-dogdv. (31)

Aber von dieser Energie E kommt nur ein Teilbetrag £,
in O an, da auf jeder unendlich kleinen Wegstrecke s, welche
sie bis O zuriickzulegen hat, durch Absorption und Zerstreuung
der Bruchteil (e, + 8,)s verloren geht. Ist néimlich E, derjenige
Teil der Energie B, welcher in dem um die Strecke r(< r,)
von O entfernten Querschnitt ankommt, so haben wir, fiir s = d#:

E o — B =E, (e +f,)dr
dE,
oder: - =E (@ + B,)-
Integriert: E, = Ee@rth)C=ro,

da fir r = r, E, = E durch die Gleichung (31) gegeben ist.

Hieraus folgt fiir » = 0 die in O ankommende, von dem
Raumelement bei r, emittierte Energie:

Ey=Ee~ )% =gy .d Q.doe,e” Ot gy, (82)

Alle Raumelemente des Strahlenbiindels zusammen liefern

also durch ihre Emission die in d¢ ankommende Energie:
-
dQ-do-dv s,-fd'ro- e~ PN 40 do— " dn. (33)
e, + 6,
0

8§ 81. Wiire gar keine Zerstreuung der Strahlung wirksam,
so miiBte die gesamte in do ankommende Energie sich znsammen-
setzen aus den von den einzelnen Raumelementen des Strahlen-
btindels emittierten Energiebetriigen, unter Beriicksichtigang der
Verluste, die unterwegs durch Absorption eintreten, und in der
Tat sind fir 8, = 0 die Ausdriicke (33) und (30) identisch, wie
ein Vergleich mit (27) zeigt. Im allgemeinen ist aber (30) groBer
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als (88), weil die in do ankommende Energie auch noch Strahlen
enthélt, welche gar nicht innerhalb des Strahlenbiindels, sondern
irgendwo anders emittiert, und spiter durch Zerstreuung in das
betrachtete Strahlenbiindel hineingeraten sind, In der Tat: die
Raumelemente des Strahlenbiindels zerstreuen nicht nur die
innerhalb des Biindels fortschreitende Strahlung nach auBen,
sondern sie sammeln auch Strahlen, die von auBen kommen, in
das Biindel hinein, und zwar ergibt sich die von dem Raum-
element bei 7, auf diese Weise gesammelte Strahlung E’, wenn
man in dem Ausdruck (29) setzt:

d
dt=1, v=dr0-d9'ro”, dg=—;o—:-’
E =dr,dQ2dc 3, ®,dv.

Diese Energie kommt zu der von dem Raumelement emit-
tierten oben in (31) berechneten Energie E hinzu, so daf man
fir die gesamte in dem Raumelement bei r, in das Strahlen-
biindel neu eintretende Knergie erhilt:

E+ E =dr,dQdo(e, + B, &)dv
Von dieser Energie kommt, analog (32), in O der Betrag an:
dr,dQdo (e, + ﬂ,@,)d'u-e—"‘(""”’)

und alle Raumelemente des Strahlenbiindels zusammen liefern
durch Emission und Sammlung zerstreuter Strahlung unter Be-
riicksichtigung der unterwegs durch Absorption und Zerstreuung
eintretenden Verluste, die in do ankommende Energie:

@

dQdo(e + £, 8,)dy -fdro.e"“(“v”v) =dQdo

0

s+ 6,8,
o, + B, w g
welche nun in der Tat genau gleich dem Ausdruck (30) ist, wie
man durch Vergleichung mit (26) erkennt.

§ 32. Die im vorhergehenden abgeleiteten Sitze iiber den
Strahlungszustand beim thermodynamischen Gleichgewicht eines
homogenen isotropen Mediums gelten zunichst nur fir solche
Stellen des Mediums, welche von der Oberfliche sehr weit ent-
fernt liegen, weil nur fiir diese aus Symmetriegriinden die Strahlung
von vornherein als unabhingig vom Orte und von der Richtung
angenommen werden darf. Indessen zeigt eine einfache Uber-
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legung, daB der in (27) berechnete, nur von der Temperatur
und von der Natur des Mediums abhiingige Wert von ®, auch
bis unmittelbar an die Oberfliche des Mediums den Betrag der
Strahlungsintensitit der betreffenden Schwingungszahl nach jeder
beliebigen Richtung angibt. Denn beim thermodynamischen
Gleichgewicht muB jeder Strahl genau die nimliche Intensitit
besitzen wie der gerade entgegengesetzte Strahl, weil sonst darch
die Strahlung ein einseitiger Transport von Energie bedingt
werden wiirde. Fassen wir also einen von der Oberfliche des
Mediums herkommenden, in das Innere hinein gerichteten Strahl
ins Auge, so muB derselbe die ndamliche Intensitat besitzen wie
der gerade entgegengesetzte, aus dem Innern kommende Strahl,
und daraus folgt ohne weiteres, da der gesamte Strahlungs-
zustand des Mediums an der Oberfliche der néamliche
ist wie im Innern.

§ 33. Wihrend also die von einem Element der Oberfliche
ausgehende, nach dem Innern des Mediums gerichtete Strahlung
in jeder Beziehung gleich ist der von irgend einem gleichgroBen
und gleichgerichteten im Innern gelegenen Flichenelement aus-
gehenden Strahlung, so hat sie doch eine andere Vorgeschichte
als diese, sie rithrt nimlich, da die Oberfliche des  Mediums
als fir Wirme undurchlassig vorausgesetzt ist, lediglich her von
der Reflexion der aus dem Innern kommenden Strahlung an
der Oberfliche. Im einzelnen kann dies in sehr verschiedener
Weise geschehen, je nachdem die Oberfliche als glatt, also in
diesem Falle als spiegelnd, oder als rauh, etwa als weifl (§ 10)
vorausgesetzt ist. Im ersteren Falle entspricht jedem auf die
Oberfliche auftreffenden Strahlenbiindel ein ganz bestimmtes
symmetrisch dazu gelegenes von der némlichen Intensitit, im
zweiten Falle aber zersplittert sich jedes einzelne auftreffende
Strahlenbiindel in unendlich viele reflektierte Strahlenbiindel von
verschiedener Richtung, Intensitit und Polarisation, doch immer
so, daB die von allen Seiten mit gleicher Intensitit ®, auf ein
Oberflichenelement auftreffenden Biindel in ihrer Gesamtheit
wieder eine gleichmiBige von der Oberfliche in das Innere des
Mediums gerichtete Strahlung von der nimlichen Helligkeit ®,
liefern.

§ 84. Nun bietet es nicht die geringste Schwierigkeit mehr,
die im § 25 gemachte Voraussetzung aufzuheben, daB das

PLANCK, Wirmestrahlung, 3
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betrachtete Medium nach allen Richtungen des Raumes sehr weit
ausgedehnt ist. Denn wenn in unserem Medium der thermo-
dynamische Gleichgewichtszustand allenthalben eingetreten ist,
so wird nach den Ergebnissen des letzten Paragraphen das Gleich-
gewicht in keiner Weise gestort, wenn man in dem Medium
beliebig viele feste fir Warme undurchlissige, glatte oder rauhe,
Flachen angebracht denkt. Hierdurch wird das ganze System
in eine beliebig groBe Anzahl vollkommen abgeschlossener Einzel-
systeme zerlegt, deren jedes so klein gewihlt werden kann, als
es die allgemeinen in § 2 ausgesprochenen Beschriinkungen iiber-
haupt gestatten. Daraus geht hervor, daB der in (27) gegebene
Wert der spezifischen Strahlungsintensitit &, auch fiir das
thermodynamische Gleichgewicht einer in einem beliebig kleinen
und beliebig geformten Raume eingeschlossenen Substanz Giiltig-
keit besitzt.

§ 85. Von dem aus einer einzigen homogenen isotropen
Substanz bestehenden System gehen wir jetzt iiber zu einem
aus zwei verschiedenen aneinander grenzenden homogenen iso-
tropen Substanzen bestehenden System, das wiederum von einer
festen fir Wirme undurchlissigen Hiille begrenzt ist, und be-
trachten den Strahlungszustand beim thermodynamischen Gleich-
gewicht, zunichst wieder unter der Voraussetzung, daB beide
Medien riaumlich sehr weit ausgedehnt sind. Da das Gleich-
gewicht in Nichts gestdrt wird, wenn man die Trennungsfliche
der beiden Substanzen sich einen Augenblick durch eine fiir
Wirmestrahlung ganz undurchlissige Fliache ersetzt denkt, so
gelten fiir eine jede der beiden Substanzen einzeln alle Sitze
der letzten Paragraphen. Die spezifische Strahlungsintensitit
der Schwingungszahl », nach einer beliebigen Ebene polarisiert,
im Innern der ersten Substanz (der oberen in F'ig. 3) sei &,, die
im Innern der zweiten Substanz ®,’, wie wir iiberhaupt die auf
die zweite Substanz beziiglichen GréBen durch einen hinzu-
gefiigten Strich markieren wollen. Beide GriéBen &, und ®,°
héingen gemiB Gleichung (27) auBer von der Temperatur und
der Schwingungszahl » nur von der Natur der beiden Substanzen
ab, und zwar gelten diese Werte der Strahlungsintensitiit
bis unmittelbar an die Grenzfliche der Substanzen,
sind also ganz unabhéngig von der Beschaffenheit dieser
Flache.
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§ 86. Wir nehmen nun zunichst die Grenzfliche der
beiden Medien als glatt (§ 9) an. Dann spaltet sich jeder aus
dem ersten Medium kommende auf die Grenzfliche treffende
Strahl in zwei Strahlen: den reflektierten und den durchgelassenen.
Die Richtungen dieser beiden Strahlen variieren nach MaBgabe
des Einfallswinkels und der Farbe des einfallenden Strahles,
die Intensitit auBerdem nach MaBgabe seiner Polarisation.
Bezeichnen wir mit ¢ (Reflexionskoeffizient) den Betrag der
reflektierten, und infolgedessen mit 1 — o den Betrag der durch-
gelassenen Strahlungsenergie im Verhiltnis zur auffallenden
Energie, so ist o vom Einfallswinkel, von der Schwingungszahl
und von der Polarisation des auffallenden Strahles abhingig.
Entsprechendes gilt von o', dem Reflexionskoeffizienten fiir einen
aus dem zweiten Medium kommenden auf die Grenzfliche
treffenden Strahl. ‘

Nun ist die Energie der monochromatischen geradlinig
polarisierten Strahlung von der Schwingungszahl » von einem

{ Erstes Medium

Fig. 3.

Element d¢ der Grenzfliche aus innerhalb des Elementar-
kegels ¢ in der Richtung nach dem ersten Medium (s. den
gefiederten Pfeil oben links in Fig. 8) fiir die Zeit d¢ nach (11):

dtdo cos 3 dQ R, dv, (84)

wobei: dQ =sind d deg. (35)

Diese Energie wird geliefert durch die beiden Strahlen, welche
8%
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aus dem ersten bez. zweiten Medium kommend von dem Flichen-
element do in entsprechender Richtung reflektiert bez. durch-
gelassen werden (s. die ungefiederten Pfeile. Von dem Flichen-
element d ¢ ist nur ein Punkt O gezeichnet.) Der erstere Strahl
verliuft, gem#B dem Reflexionsgesetz, innerhalb des sym-
metrisch gelegenen Elementarkegels df2, der zweite innerhalb

des Elementarkegels: .
(36) dQ' =sing dd' dg¢’,
wobei nach dem Brechungsgesetz:
’ in ¢
37 p'=¢ ud 5= %,

Nehmen wir nun an, die Strahlung (84) sei entweder in
der Einfallsebene oder senkrecht zur Einfallsebene polarisiert,
so gilt das Entsprechende fiir die beiden Strahlungen, aus deren
Energien sie sich zusammensetzt, und zwar liefert die aus dem
ersten Medium kommende, von do reflektierte Strahlung den
Beitrag: :

(88) o+dt-do cosd-d2 R, dv

und die aus dem zweiten Medium kommende, von do durch-
gelassene Strahlung den Beitrag:

(39) (1 —9)-dt-docosd'-dQ" R dvw.

Die GroBen d¢, do, v und dv sind hier ohne Strich hin-
geschrieben, weil sie in beiden Medien die nimlichen Werte
besitzen. ‘

Addiert man die Ausdriicke (38) und (39) und setzt die
Summe gleich dem Ausdruck (34), so ergibt sich:

ecos?-dQ R, + (1 —p)-cosd dQ' R =cos3-dQ2 R,.
Nun ist nach (37)
codd dd _ cosd’ d9’
e
und weiter durch Beriicksichtigung von (35) und (36):

.o
dQ’ cos I’ = gﬁc—o;,’ti—.

Folglich ergibt sich:
7]
oR+(1—0) 50 =8
¢ _1-9

oder: = =
(19 q” 1- ]

-
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§ 87. In der letzten Gleichung ist die.GroBe auf der linken
Seite unabhiingig vom Einfallswinkel ¢ und von ‘der Art der
Polarisation; folglich muB es auch die GroBe auf der rechten
Seite sein. Kennt man also den Wert dieser GrioBe fiir einen
einzigen Einfallswinkel und eine bestimmte Art der Polarisation,
so besitzt dieser Wert fiir alle Einfallswinkel und alle Polari-
sationen Giiltigkeit. Nun ist in dem speziellen Falle, daB die
Strahlen rechtwinklig zur Einfallsebene polarisiert sind und unter
dem Polarisationswinkel auf die Grenzfliche auffallen, ¢ = 0
und ¢’ = 0. Dann wird der Ausdruck rechts gleich 1; also ist
er allgemein gleich 1, und wir haben stets:

e=¢ (40)
und: ’R, =q¢?%Q/. (41)

§ 88. Die erste dieser beiden Beziehungen, welche besagt,
daB der Reflexionskoeffizient der Grenzfliche nach beiden Seiten
hin der némliche ist, bildet den speziellen Ausdruck eines all-
gemeinen zuerst von HeLmHOLTZ! ausgesprochenen Reziprozitits-
satzes, wonach der Intensititsverlust, welchen ein Strahl von
bestimmter Farbe und Polarisation auf seinem Wege durch
irgend welche Medien infolge von Reflexion, Brechung, Absorption,
Zerstreuung erleidet, genau gleich ist dem Intensititsverlust,
welchen ein Strahl von entsprechender Intensitit, Farbe und
Polarisation auf dem gerade entgegengesetzten Wege erleidet.
Daraus folgt unmittelbar, daB die auf die Grenzfliche zweier
Medien auffallende Strahlung stets nach beiden Seiten hin gleich
gut hindurchgelassen bez. reflektiert wird, fiir jede Farbe,
Richtung und Polarisation.

§ 89. Die zweite Beziehung (41) bringt die in den beiden
Substanzen bestehenden Strahlungsintensititen miteinander in
Zusammenhang, sie besagt nimlich, daf beim thermodynamischen
Gleichgewicht die spezifischen Strahlungsintensitéiten
einer bestimmten Schwingungszahl in beiden Medien

1 H. v. HeLmuorrz, Handbuch der Physiologischen Optik. 1. Lieferung.
Leipzig, Leop. Voss, 1856, p. 189. Vgl. auch Hrmmorrz’ Vorlesungen
itber die Theorie der Wirme, herausgegeben von F. Ricmarz, Leipzig,
J. A. Barth, 1908, p. 161. Die dort fiir besondere Fille gemachten Ein-
schriinkungen des Reziprozititssatzes sind hier gegenstandslos, da es sich
bier nur um Temperaturstrahlung (§ 7) handelt.
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sich umgekehrt verhalten wie die Quadrate der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten oder direkt wie die Qua-
drate der Brechungsexponenten.!

Substituiert man fir ®, seinen Wert aus (27), so kann
man auch sagen: Die GroBe:

(42) @8 =g

hingt nicht ab von der Natur der Substanz, ist also
eine universelle Funktion der Temperatur 7 und der
Schwingungszahl ».

Der hohe Wert dieses Satzes beruht offenbar darauf, daB
er eine Eigenschaft der Strahlung angibt, die fiir alle Korper
in der Natur gleichm#Big gilt, und die daher nur an einem ein
zigen ganz beliebig ausgewsahlten Kérper bekannt zu sein braucht,
um sogleich vollstindig allgemein ausgesprochen werden zu
kénnen. Die hierdurch gebotene Mdglichkeit werden wir spiter
benutzen, um jene universelle Funktion wirklich zu berechnen,
in § 161.

§ 40. Nun fassen wir den weiteren Fall ins Auge, daB die
Grenzfliche der beiden Medien rauh ist. Dieser Fall ist inso-
fern viel allgemeiner als der vorher betrachtete, als hier die
Energie eines von einem Element der Grenzfliche in das Innere
des ersten Mediums hinein gerichteten Strahlenbiindels nicht mehr
von zwei bestimmten, sondern von beliebig vielen Strahlenbiin-
deln, die aus beiden Medien kommend die Grenzfliche treffen,
geliefert wird. Es konnen hier im einzelnen sehr komplizierte
Verhaltnisse eintreten, je nach der Beschaffenheit der Grenz-
fliche, die tiberdies von Element zu Element beliebig variieren
kann. Immer bleiben dabei natiirlich nach § 85 die Werte der
spezifischen Strahlungsintensititen §, und ®,” in beiden Medien
nach allen Richtungen die nimlichen wie im Fall einer glatten
Grenzfliche. Die Erfiillung dieser fiir das thermodynamische
Gleichgewicht notwendigen Bedingung wird begreiflich durch
den Hermmaorrzschen Reziprozititssatz, wonach bei der statio-
niren Strahlung jedem Strahl, der auf die Grenzfliche trifft
und von dieser diffus nach beiden Seiten derselben zerstreut

! G. KircuHoPF, Gesammelte Abhandlungen, Leipgig, J. A. Barth,
1882, p. 594. R. Crauvsrus, Poce. Ann, 121, p. 1, 1864,
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wird, an demselben Orte ein gleich intensiver gerade entgegen-
gesetzt gerichteter entspricht, der durch den umgekehrten Vor-
gang an derselben Stelle der Grenzfliche: die Sammlung diffus
auftreffender Strahlung in eine bestimmte Richtung, zustande
kommt, ebenso wie dies im Innern jedes der beiden Medien der
Fall ist.

§ 41. Die erhaltenen Sitze wollen wir noch etwas weiter
verallgemeinern. Zunichst kann, ebenso wie im § 34, die von
uns gemachte Voraussetzung, daB die beiden Medien riumlich
weit ausgedehnt sind, ohne weiteres aufgehoben werden, da man
beliebig viele Trennungsflichen einfilhren kann, ohne daB das
thermodynamische Gleichgewicht gestért wird. Dadurch sind wir
dann auch in den Stand gesetzt, sogleich zu dem Falle beliebig
vieler, beliebig groBer und beliebig geformter Substanzen iiber-
gehen zu konnen. Denn wenn ein System von beliebig vielen
sich gegenseitig beriihrenden Substanzen sich im thermodynami-
schen Gleichgewicht befindet, so wird das Gleichgewicht in keiner
Weise gestort, wenn man eine oder mehrere der Berithrungs-
flichen zum Teil oder ganz als fiir Wirme undurchlissig voraus-
getzt. Hierdurch konnen wir immer den Fall beliebig vieler
Substanzen zuriickfithren auf den zweier in eine fir Wirme
undurchléssige Hiille eingeschlossener Substanzen, und daher
den Satz ganz allgemein aussprechen, daB beim thermodyna-
mischen (leichgewicht eines beliebigen Systems die spezifische
Strahlungsintensitit ®, in jeder einzelnen Substanz durch die
universelle Funktion (42) bestimmt wird.

§ 42. Wir betrachten nun ein in eine fir Wirme undurch-
lassige Hillle eingeschlossenes System von n nebeneinander ge-
lagerten emittierenden und absorbierenden Korpern beliebiger
GroBe und Form im Zustand des thermodynamischen Gleich-
gewichtes,” und fassen wieder, wie in § 36, ein monochromatisches
geradlinig polarisiertes Strahlenbiindel ins Auge, welches von
einem Element do der Grenzfliche zweier Medien innerhalb des
Elementarkegels dQ in der Richtung nach dem ersten Medium
fortschreitet (Fig. 3, s. den gefiederten Pfeil. Dann ist die von
dem Biindel gelieferte Energie fiir die Zeiteinheit, wie in (34):

docosd.-dQ R, dv =1 (43)

" Diese Strahlungsenergie I setzt sich zusammen aus einem
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Teil, der mittels regulirer oder diffuser Reflexion an der Grenz-
fliche aus dem ersten Medium kommt, und aus einem anderen
Teil, der durch die Grenzfliche hindurch aus dem zweiten
Medium kommt. Wir wollen aber jetzt bei dieser Art Ein-
teilung nicht stehen bleiben, sondern wollen die Einteilung
darnach einrichten, in welchem der » Medien die einzelnen
Teile der Strahlung I emittiert worden sind. Dieser Gesichts-
punkt ist ein von dem vorigen wesentlich verschiedener. Denn
die Strahlen, welche z. B. dus dem zweiten Medium durch die
Grenzfliche hindurch in das betrachtete Biindel hineingelangen,
brauchen keineswegs alle im zweiten Medium emittiert worden
zu sein, sondern kdnnen unter Umstinden einen langen, sehr
komplizierten Weg durch verschiedene Medien zuriickgelegt
haben, in dessen Verlauf sie den Einfliissen der Brechung,
Reflexion, Zerstrenung und teilweisen Absorption beliebig oft
unterworfen waren. Ebenso brauchen die Strahlen des Biindels /,
welche aus dem ersten Medium kommend an do reflektiert
worden sind, durchaus nicht alle im ersten Medium emittiert
worden zu sein. Es kann auch vorkommen, daB ein Strahl, der
in einem Medium emittiert ist, auf seinem Wege durch andere
Medien hindurch wieder in das urspriingliche Medium zurfick-
gelangt und dort entweder absorbiert wird oder zum zweiten
Male aus dem Medium austritt.

Wir wollen nun, unter Beriicksichtigung aller dieser Mog-
lichkeiten, den Teil von I, der von Volumenelementen des ersten
Mediums emittiert worden ist, ganz gleichgiiltig, welche Wege
geine einzelnen Bestandteile eingeschlagen haben, mit I, den,
der von Volumenelementen des zweiten Mediums emittiert worden
ist, mit L, bezeichnen usw. Dann muB sein:

(44) I=L+ L+ L+ ...+ 1L,

denn in irgend einem Kérperelement muB jeder Bestandteil
von I emittiert worden sein. o

§ 43. Um nun niheres iiber die Herkunft und die Bahnen
der einzelnen Strahlen zu erfahren, aus denen sich die Strahlungen
L, L, ... I, zusammensetzen, ist es am’ zweckmiBigsten, den
umgekehrten Weg zu gehen und nach dem kiinftigen Schicksal
desjenigen Strahlenbiindels zu fragen, welches dem Biindel I
gerade entgegengesetzt gerichtet ist, also vom ersten Medium
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kommend innerhalb des Kegels d 2 auf das Oberflichenelement do
des zweiten Mediums trifft. Denn da jeder optische Weg auch
in umgekehrter Richtung gangbar ist, so erhilt man durch diese
Betrachtung simtliche Bahnen, auf denen Strahlen in das Biindel I
hineingelangen konnen, so kompliziert sie auch im iibrigen sein
mdgen. Ist J die Intensitit dieses umgekehrten, auf die Grenz-
fliche zu gerichteten, ebenso polarisierten Biindels, so ist nach
§ 40: :
J=1. (45)
Die Strahlen des Biindels J werden an der Grenzfliche d o
teils reflektiert, teils durchgelassen, regulir oder diffus, hierauf
in beiden Medien teils absorbiert, teils zerstreut, teils wiederum
reflektiert oder in andere Medien durchgelassen usw., je nach
der Konfiguration des Systems. SchlieBlich aber wird das ganze
Biindel J, nachdem es sich in viele einzelne Strahlen verzweigt
hat, in den » Medien vollstindig absorbiert werden. Bezeichnen
wir denjenigen Teil von J, welcher schlieBlich im ersten Medium
absorbiert wird, mit J;, denjenigen, welcher schlieBlich im zweiten
Medium absorbiert wird, mit J, usw., so ist mithin:

J=d+ L+ T+ ... +J,. L~

Nun sind die Volumenelemente der » Medien, in denen die
Absorption der Strahlen des Biindels J stattfindet, genan die-
selben, wie die, in welchen die Emission der Strahlen stattfindet,
aus denen sich das oben zuerst betrachtete Biindel I zusammen-
getzt. Denn nach dem Hrnmmorrtzschen Reziprozititssatz kann
keine merkliche Strahlung aus dem Biindel J in ein Volumen-
element dringen, aus welchem keine merkliche Strahlung in das
Biindel I hineingelangt, und umgekehrt.

Bedenkt man ferner, daB die Absorption eines jeden Volumen-
elements nach (42) proportional ist seiner Emission, und daB nach
dem HermmorTzschen Reziprozititssatz die Schwichung, welche
die Energie eines Strahles auf irgend einem Wege erleidet,
immer gleich ist derjenigen Schwiichung, welche die Energie
des Strahles auf dem umgekehrten Wege erleidet, so erhellt,
daB die betrachteten Volumenelemente die Strahlen des Biindels J
gerade in demselben Verhiltnis absorbieren, wie sie durch ihre
Emission zur Energie des entgegengesetzten Biindels I beitragen;
und da tiberdies die Summe 7 der von allen Volumenelementen
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durch Emission gelieferten Energien gleich ist der Summe J der
von allen Elementen absorbierten Energien, so muB auch der von
jedem einzelnen Element aus dem Biindel J absorbierte Energie-
betrag gleich sein dem von demselben Element in das Biindel I
emittierten Energiebetrag. Mit anderen Worten: Der Teil
eines Strahlenbiindels 7, welcher aus einem bestimmten
Volumen irgend eines Mediums emittiert worden ist,
ist gleich demjenigen Teile des entgegengesetzt ge-
richteten Strahlenbiindels J(= I), welcher in demselben
Volumen absorbiert wird.

Es sind also nicht nur die Summen 7 und J einander
gleich, sondern auch ihre Bestandteile:

46) - =1, .]2=Iz.,...J“=I”.

§ 44. Die GroBe L, d. h. die Intensitit des vom zweiten
Medium in das erste Medium emittierten Strahlenbiindels, nennen
wir nach G. Kircarorr! das Emissionsvermogen E des zweiten
Mediums, wihrend wir als Absorptionsvermdgen 4 desselben
Mediums das Verhiltnis von J, zu J bezeichnen, d. h. denjenigen
Bruchteil des auf das zweite Medium fallenden Strahlenbiindels,
welcher in diesem Medium absorbiert wird. Also:

(47) E=L(=]), 4=%(=.

Die GrioBen E und 4 hingen ab von der Natur beider
Medien und der Temperatur, von der Schwingungszahl » und
von der Polarisationsrichtung der betrachteten Strahlung, ferner
von der Beschaffenheit der Grenzfliche, von der GroBe des
Flachenelements do und des Offnungswinkels d 2, endlich von
der geometrischen Ausdehnung und der Form der gesamten
Oberfliche beider Medien, sowie von der Natur und Form
samtlicher anderer im System vorhandener Kérper. Denn wenn
z. B. ein aus dem ersten in das zweite Medium eingedrungener
Strahl von letzterem hindurchgelassen wird, kann er moglicher-
weise irgendwo anders reflektiert werden, dadurch in das zweite
Medium zuriickgelangen und dort absorbiert werden.

"Bei diesen Festsetzungen gilt gemaB den Glelchungen (46),
(45) und (43) der KircEHOFFsche Satz:

! G. KircrHoFF, Gesammelte Abhandlungen, 1882, p. 574.
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L —I=docs$-d2-R,dv, (48)

d. h. das Verhiltnis des Emissionsvermégens zum
Absorptionsvermdgen eines Korpers ist unabhingig
von der Beschaffenheit des Kérpers. Denn dies Verhiltnis
ist gleich der Intensitit des im ersten Medium fortschreitenden
Strahlenbiindels, welche nach der Gleichung (27) von dem zweiten
Medium gar nicht abhiéingt. Von der Beschaffenheit des ersten
Mediums ist aber der Wert jenes Verhiltnisses abhiingig, in-
sofern als nach (42) nicht die Grofe ®,, sondern die GroBe ¢? R,
eine universelle Funktion der Temperatur und der Schwingungs-
zahl ist. G. KircEHOFF hat den Beweis seines Satzes nur unter
der Voraussetzung gefiihrt, daf im ersten Medium weder
Absorption noch Zerstreuung der Strahlung stattfindet. Das-
selbe gilt von dem neueren sehr vereinfachten Beweise von
E. PriNgsHEIM.!

§ 45. Wenn speziell das zweite Medium ein schwarzer
Korper ist (§ 10), so absorbiert es die ganze auffallende Strahlung.
Daher ist dann J;, =J, A=1 und E= I d.h. das Emissions-

"vermdgen eines schwarzen Korpers ist von seiner
Beschaffenheit unabhingig. Es ist groBer als das
Emissionsvermdgen irgend eines anderen Kérpers von
derselben Temperatur, und direkt gleich der Intensitit
der Strahlung im angrenzenden Medium.

§ 46. Wir fiigen hier, ohne niheren Beweis, noch einen
allgemeinen Reziprozititssatz an, der sich dem am SchluB des
§ 43 ausgesprochenen eng anschlieBt, und der folgendermaBen
lautet: Beim thermodynamischen Gleichgewicht be-
liebiger emittierender und absorbierender Kérper ist
derjenige Teil der von einem Korper 4 emittierten
Energie einer bestimmten Farbe, welcher von irgend
einem anderen Koérper B absorbiert wird, gleich dem-
jenigen Teile der von B emittierten Energie derselben
Farbe, welcher von 4 absorbiert wird. Bedenkt man, daB
jeder emittierte Energiebetrag eine Verminderung der Kérper-
wirme, jeder absorbierte Energiebetrag eine Vermehrung der

! E. Privasuemn, Verhandlungen der Deutschen Physikalischen Gesell-
schaft, 3, p. 81, 1901.
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Korperwirme bedingt, so erhellt daraus, daB beim thermo-
dynamischen Gleichgewicht je zwei beliebig herausgegriffene
Korper (oder Korperelemente) vermittelst der Strahlung gegen-
seitig gleichviel Korperwirme austauschen. Dabei ist natiirlich
wohl zu unterscheiden zwischen der emittierten Strahlung und
der gesamten Strahlung, die von einem Kérper zu einem anderen
hingelangt.

§ 47. Das fiir die GroBe (42) giltige Gesetz liBt sich auch
noch in einer anderen Form aussprechen, wenn man statt der
spezifischen Strahlungsintensitit ®, die riumliche Dichte u, der
monochromatischen Strahlung aus (24) einfithrt. Man erhilt
dann den Satz, daB bei der Strahlung im thermodynamischen
Gleichgewicht die GriBe:

(49) u, ¢°

eine fiir alle Substanzen identische Funktion der Temperatur T
und der Schwingungszahl » ist.! Eine anschaulichere Form ge-

winnt dieser Satz noch, wenn man bedenkt, daB auch die GréBe
3

(50) u, dv - L

eine universelle Funktion von 7, » und dv» ist, und daB das
Produkt u, dv nach (22) die riumliche Strahlungsdichte derjenigen
Strahlung ist, deren Schwingungszahl zwischen » und v + dv

liegt, wihrend der Quotient ;q— die Wellenlinge eines Strahles

von der Schwingungszahl » in dem betrachteten Medium dar-
stellt. Dann erhdlt der Satz folgende einfache Fassung: Beim
thermodynamischen Gleichgewicht beliebiger Korper
ist die in dem Kubus einer Wellenlinge enthaltene
Energie der monochromatischen Strahlung fiir eine be-
stimmte Schwingungszahl in allen Kérpern die nim-
liche.

§ 48. Wir wollen schlieBlich noch auf den bisher unbe-
riicksichtigt gebliebenen Fall der diathermanen Medien (§ 12)
eingehen. Im § 27 sahen wir, daB in einem von einer adiaba-
tischen Hiille umschlossenen Medium, welches fiir eine bestimmte

! Bei der Anwendung auf stark dispergierende Substanzen ist zu
beachten, daB in diesem Satze die Identitit der GriBe ¢ in (24) und der
GrdBe ¢ in (87) vorausgesetzt ist.
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Farbe diatherman ist, bei jeder beliebigen Strahlungsintensitit
dieser Farbe thermodynamisches Gleichgewicht bestehen kann,
daB aber unter allen méglichen Strahlungsintensititen eine be-
stimmte, dem absoluten Maximum der Gesamtentropie des
Systems entsprechende, existieren muB, welche das absolut
stabile Strahlungsgleichgewicht bezeichnet. In der Tat nimmt
in der Gleichung (27) die Strahlungsintensitit ®, fir «, = 0 und

=0 den Wert — an, und kann daher aus dieser Gtleichung

mcht berechnet werden. Aber man sieht auch sogleich weiter,
daB die nétige Erginzung zu dieser Unbestimmtheit geliefert
wird von der Gleichung (41), welche besagt, daB beim thermo-
dynamischen (Hleichgewicht das Produkt ¢®, fiir alle Substanzen
den nimlichen Wert besitzt. Daraus ergibt sich unmittelbar
auch fir jedes diathermane Medium ein bestimmter Wert von
®,, der hierdurch vor allen anderen Werten ausgezeichnet ist.
Die physikalische Bedeutung dieses Wertes erkennt man eben-
falls unmittelbar aus der Betrachtung des Weges, auf dem jene
Gleichung hergeleitet wurde: es ist diejenige Strahlungsintensitit,
welche in dem diathermanen Medium besteht, wenn es sich bei
der Berithrung mit einem beliebig absorbierenden und emit-
tierenden Medium im thermodynamischen Gleichgewicht befindet.
Auf das Volumen und die Form des zweiten Mediums kommt
es dabei gar nicht an; insbesondere kann das Volumen beliebig
klein genommen werden. Somit liBt sich folgender Satz aus-
sprechen: Obwohl in einem diathermanen Medium von vorn-
herein bei jeder beliebigen Strahlungsintensitit thermodyna-
misches Gleichgewicht bestehen kann, so gibt es doch in
jedem diathermanen Medium fiir eine bestimmte
Schwingungszahl bei einer bestimmten Temperatur
eine durch die universelle Funktion (42) bestimmte
Strahlungsintensitit, welche insofern die stabile zu
nennen ist, als sie sich immer dann einstellt, wenn
das Medium sich mit einer beliebigen emittierenden
und absorbierenden Substanz im stationdren Strah-
lungsaustausch befindet.

§49. Nach dem im § 45 ausgesprochenen Satze ist bei
der stabilen Warmestrahlung in einem diathermanen Medium
die Intensitit eines Strahlenbiindels gleich dem Emissionsver-
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mogen E eines an das Medium grenzenden schwarzen Kdorpers,
Hierauf beruht die Moglichkeit, das Emissionsvermdgen eines
schwarzen Korpers zu messen, da es doch absolut schwarze
Kérper in der Natur nicht gibt.! Man stellt einen von stark
emittierenden Wénden? begrenzten diathermanen Hohlraum her,
und erhilt die Wiande auf einer bestimmten konstanten Tem-
peratur 7. Dann nimmt die Strahlung in dem Hohlraum zu-
gleich mit dem Eintritt des thermodynamischen Gleichgewichts-
zustandes fiir jede Schwingungszahl » die aus der universellen
Funktion (42) durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ des
diathermanen Mediums bedingte Intensitit an. Von jedem
Flichenelement einer Wand geht dann eine Strahlung in den
Hohlraum, die ebenso beschaffen ist, als ob die Wand ein
schwarzer Korper von der Temperatur T wire. Was den von
den Winden wirklich emittierten Strahlen im Vergleich mit der
Emission eines schwarzen Korpers an Intensitit noch fehlt, wird
ersetzt durch solche Strahlen, die auf die Wand auffallen und
dort zuriickgeworfen werden. Ebenso wird jedes Flichenelement
einer Wand von der nimlichen Strahlung getroffen.

Bohrt man nun in eine der Winde ein Loch von der
GroBe do, welches so klein ist, daB dadurch die Intensitit der
auf das Loch zu gerichteten Strahlung nicht geindert wird, so
dringt durch das Loch nach auBen, wo sich das nimliche
diathermane Medium befinden mége wie im Innern, eine Strahlung,
die genau die nimlichen Eigenschaften besitzt, als ob do die
Oberfliche eines schwarzen Korpers wire, und diese Strahlung
kann fiir jede Farbe zugleich mit der Temperatur 7 gemessen
werden.

§ 650. Alle im vorstehenden fiir diathermane Medien ab-
geleiteten Siitze gelten zunschst fiir eine bestimmte Schwingungs-
zahl, wobei zu bedenken ist, daB eine Substanz fiir eine Farbe
diatherman, fiir eine andere adiatherman sein kann. Daher ist
im thermodynamischen Gleichgewichtszustand eines rings von
absolut reflektierenden Winden umschlossenen Mediums die
Strablung fiir alle Farben, fir welche das Medium einen end-
lichen Absorptionskoeffizienten besitzt, immer die der Temperatur

1'W. Wien und O. Lummer, Wiep. Ann. 56, p. 451, 1895.
?* Die Stiirke der Emission beeinfluBt nur die Zeit bis zur Herstellung
der stationsiren Strahlung, nicht aber deren Charakter.
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des Mediums entsprechende stabile, durch die Emission eines
schwarzen Korpers dargestellte und daher auch kurz als ,,schwarz«
bezeichnete !; dagegen ist die Strahlungsintensitit fiir alle Farben,
beziiglich derer das Medium diatherman ist, nur dann notwendig
die stabile, schwarze, wenn das Medium sich mit eine absor-
bierenden Substanz in stationirem Strahlungsaustausch befindet.
Von Medien, die fiir alle Strahlenarten diatherman sind,
existiert nur ein einziges: das absolute Vakuum, welches aller-
dings in der Natur nur annshernd herzustellen ist. Doch be-
sitzen auch die Gase, z. B. die atmosphirische Luft, bei nicht
zu groBer Dichtigkeit und fiir nicht zu kurze Wellen, mit groBer,
in den meisten Fillen praktisch vollkommen hinreichender An-
naherung die optischen Eigenschaften des Vakuums. Insofern
dies der Fall ist, kann die Fortpflanzungsgeschwindigeit ¢ fiir

alle Schwingungszahlen als die gleiche:
¢c=38.1010 2 (51)

sec
angenommen werden.

§ 61. In einem von total reflektierenden Wianden um-
schlossenen Vakuum kann daher von vornherein jeder beliebige
Strahlungszustand stationér sein. Sobald man aber in das
Vakuum eine beliebig kleine Menge einer ponderablen Substanz
hineinbringt, so stellt sich mit der Zeit ein stationirer Strahlungs-
zustand her, in welchem die Strahlung einer jeden Farbe, die
von der Substanz in merklichem Betrage absorbiert wird, die
der Temperatur der Substanz entsprechende, durch die uni-
verselle Funktion (42) fir ¢ = ¢ bestimmte Intensitit &, besitat,
wihrend die Strahlungsintensitit der iibrigen Farben unbestimmt
bleibt. Ist die eingebrachte Substanz fiir keine Farbe diatherman,s
z. B. ein beliebig kleines Stiickchen Kohle, so besteht beim
stationaren Strahlungszustand im ganzen Vakuum fiir alle Farben
die der Temperatur der Substanz entsprechende Intensitiit &,
der schwarzen Strahlung. Die GroBe ®, als Funktion von » be-
trachtet ergibt die spektrale Verteilung der schwarzen Strahlung
im Vakuum oder das sogenannte normale Energiespektrum,
welches ausschlieBlich von der Temperatur abhéingt. Im Normal-
spektrum, als dem Spektrum der Emission eines schwarzen

1 M. Trmesen, Verbandlungen der Deutschen Physikalischen Gresell-
schaft, 3, p. 65, 1900.



48 Gmndtatsachen und Deﬁnuumen

Korpers, ist die Strahlungsintensitiit einer jeden Farbe die groBte,
welche ein Korper bei der betreffenden Temperatur iiberhaupt
emittieren kann.

§ 53. Man kann also eine ganz belidbige Strahlung, die
anfangs in dem betrachteten evakuierten Hohlraume mit total
reflektierenden Winden herrscht, durch KEinbringung eines
winzigen Kohlestdubchens in schwarze Strahlung verwandeln.
Charakteristisch fir diesen Vorgang ist der Umstand, daB die
Kérperwirme des Kohlestdubchens beheblg *lein sein kann gegen
die Strahlungsenergie, die in dem beliebig groB zu nehmenden
Hohlraume vorhanden ist, und daB daher in diesem Falle nach dem
Prinzip der Erhaltung der Energie die gesamte Strahlungsenergie
auch bei der eintretenden Umwandlung wesentlich konstant bleibt,
da die Anderungen der Korperwirme des Stiubchens selbst bei
endlichen Temperaturinderungen desselben gar nicht in Betracht
kommen. Das Kohlestdubchen spielt dann lediglich die Rolle
einer auslosenden Wirkung, indem es den AnstoB dazu gibt,
daB in der urspriinglich vorhandenen Strahlung die Intensititen
der verschieden gerichteten, verschieden polarisierten Strahlen-
biindel der verschiedenen Schwingungszahlen sich auf gegen-
seitige Kosten verindern, entsprechend dem Ubergang des
Systems aus einem minder stabilen in einen stabileren Strahlungs-
zustand, oder aus einem Zustand kleinerer in einen Zustand
groBerer Entropie. Vom thermodynamischen Standpunkt aus
ist dieser Vorgang ganz analog der Verwandlung, die in einem
Quantum Knallgas durch einen minimalen Funken, oder die in
einem Quantum iibersittigten Dampfes durch ein winziges Flissig-
keitstropfchen hervorgerufen wird; denn auf die Zeit kommt es
hier nicht an. In allen diesen Fillen ist die Grd8e der Storung
eine minimale und steht in gar keiner Beziehung zu der GrdBe
der an der Verwandlung beteiligten Energiemengen, so daB man
bei der Anwendung der beiden Hauptsitze der Thermodynamik
die Ursache der Gleichgewichtsstorung: das Kohlestiubchen,
den Funken, das Tropfchen gar nicht zu beriicksichtigen braucht.
Es handelt sich jedesmal um den Ubergang eines Systems aus
einem mehr oder minder labilen in einen stabileren ZustWhd,
wobei nach dem ersten Hauptsatz die Energie des Systems
konstant bleibt und nach dem zweiten Hauptsatz die Entropie
des Systems zunimmt.



Zweiter Abschnitt.

Folgerungen aus der Elektrodynamik
und der Thermodynamik.

Egﬁapitol. Maxwelischer Strahlungsdruck.

§ 53. Wahrend wir im vorigen Abschnitt fir die Dar-
stellung der Strahlungsvorgiinge lediglich die aus der elementaren
Optik bekannten, im §2 zusammengefaBten Sitze benutzt haben,
welche allen optischen Theorien gemeinsam sind, wollen wir von
jetzt an die elektromagnetische Theorie des Lichtes benutzen,
und beginnen damit, indem wir eine Folgerung ableiten, welche
dieser Theorie eigentiimlich ist., Wir wollen nimlich die Groge
der mechanischen Kraft berechnen, welche ein im Vakuum fort-
schreitender Licht- oder Wirmestrahl beim Auftreffen auf eine
ruhend gedachte spiegelnde (§ 10) Fliche ausiibt.

Zu diesem Zwecke stellen wir .zuniichst die allgemeinen
Maxwerrschen Gleichungen fiir einen elektromagnetischen Vor-
gang im Vakuum auf - Sie lauten, wenn der Vektor € die
elektrische Feldstirke (Intensitit des elektrischen Feldes) im
elektrischen Mafle, der Vektor @ die magnetische Feldstirke
- im magnetischen MaBe bedeutet, in der abgekiirzten Bezeichnung
der Vektorrechnung:

€ =ccurl $=—acurl@
dvE=0 ~  divg=0. } 62)
Wer mit den hier benutzten Symbolen nicht vertraut ist, kann
sich deren Bedeutung leicht aus den folgenden Gléichungen (53)
riickwirts erginzen.

$ 54. Um zu dem Fall einer ebenen beliebig gerichteten
Welle iiberzugehen, setzen wir voraus, da8 alle ZustandsgroBen
auBer von der Zeit ¢ nur von einer einzigen der drei Koordi-
naten z’, y’, ' eines orthogonalen rechtshindigen Koordinaten-

PLANCK, Wirmestrahlung, 4
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systems abhingen, z. B. von z. Dann reduzieren sich die
Gleichungen (52) auf:

aC, 89,

a5t =0 ¢ =0

08, __ 9%, 89, _ 236,
53 0t oz’ ot ox’
(53) aE, 99, 89, 86,

3t -~ 5z I R P

86, 39,

oz’ =0 0z’ =0

Hieraus ergibt sich als allgemeinster Ausdruck fiir eine ebene,
in der Richtung der positiven xz’-Achse im Vakuum fort-
schreitende Welle:

G, =0  Hr=0

(54) oy=r(t=%)  or=-e=3)
@.:fg(t—%’) _--@s'=f(t—%')»

wo f und g zwei beliebige Funktionen eines einzigen Arguments
vorstellen.

§ 55. Nun treffe diese
Welle qauf eine spiegelnde
Fliche, z. B. auf die Ober-
fliche eines absoluten Leiters,
d. h. einer Substanz (Metall)
von unendlich groBer Leitungs-
fahigkeit. In einem solchen
Leiter bewirkt schon eine un-
endlich kleine elektrigche Feld-
stirke einenendlichen Leitungs-
strom; daher ist in ihr die
elektrische Feldstirke & stets
und iiberall unendlich Kklein.
Der Einfachheit halber setzen

Fig. 4. wir auBerdem den Leiter als

unmagnetisierbar voraus, d. h.

wir nehmen die magnetische Induktion B in ihm gleich der
magnetischen Feldstirke § an, wie im Vakuum.
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Legen wir die z-Achse des rechtshindigen Koordinaten-
systems (2, y, %) in die nach dem Innern des Leiters gerichtete
Normale seiner Oberfliche, so ist die z-Achse das Einfallslot.
Die (z'yyEbene legen wir in die Einfallsebene und machen sie
zur Bildebene (F'ig. 4). Ferner kionuen wir, ohne die Allgemein-
heit zu beschrinken, auch die y-Achse in die Bildebene legen,
so daB die z-Achse mit der z’-Achse zusammenfillt (in der
Figur vom Bilde zum Beschauer gerichtet) Der beiden Koordi-
natensystemen gemeinsame Anfangspunkt O liege in der Ober-
fliche. Ist endlich ¢ der Einfallswinkel, so sind die gestrichenen
und die ungestrichenen Koordinaten durch die folgenden Glei-
chungen miteinander verkniipft:

z=x"cosd —y'sinI z' = zcosd + ysin &
y = o’ sin & + y’ cos & y = — xsind + ycos ¥
%=z 2 =z.

Ganz dieselben Transformationsgleichungen gelten, wenn man
die Koordinaten durch die Komponenten der elektrischen oder
der magnetischen Feldstéirke in beiden Koordinatensystemen er-
setzt. Dadurch erhalten wir fiir die Komponenten der elektrischen
und der magnetischen Feldstirke der einfallenden Welle in bezug
auf das ungestrichene Koordina.tensystem nach (54) die Werte:

b G, =—sindf 9, =sind.g

G, =cos [ 9, =—cos g (55)
@z = g @z = f 9
wo in die Funktionen f und g das Argument
z x cos & + ysin &
- & oy medtysind (56)

eingesetzt zu denken ist.

§ 56. In der Grenzfliche der beiden Medien ist z=0. Fiir
diesen Wert miissen also nach den allgemeinen elektromagnetischen
Grenzbedingungen die in die Grenzfliche fallenden Komponenten
der Feldstirken, d. h. hier die vier GroBen €, €, $,, 9, auf beiden
Seiten der Grenzfliche einander gleich sein. Nun ist im Leiter
nach der oben gemachten Voraussetzung die elektrische Feld-
stirke € unendlich klein; folglich miissen €, und €, auch im
Vakuum fiir x = O verschwinden. Diese Bedingung kann nur

4*
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erfillt werden, wenn man im Vakuum auBer der einfallenden
noch eine reflektierte Welle annimmt, die sich der einfallenden
Welle superponiert, und zwar in der Weise, daB die in die y-
und z-Richtung fallenden elektrischen Feldkomponenten der
beiden Wellen sich in allen Punkten der Grenzfliche in jedem
Augenblick gegenseitig gerade aufheben. Hierdurch und durch
die Bedingung, daB die reflektierte Welle eine ebene ist und
sich nach riickwiirts in das Innere des Vakuums hinein fort-
pflanzt, sind auch die tibrigen vier Komponenten der reflektierten
Welle vollkommen bestimmt; sie sind alle Fuanktionen des einen

Arguments:
~ z cos I + ysin 9
(67) - — 5 .

Die Ausfithrung der Rechnung ergibt als Komponenten des
gesamten durch die Superposition der beiden Wellen im Vakuum
gobildeten elektromagnetischen Feldes fiir die Punkte der Grenz-
fliche (xz = 0) die Ausdriicke:
€, =—sind-f—sind.f=—2sindf
@y= cosdf—cosd.f=0
@, =g —0g= 0
689 S
9,=s8nd-g—~sind-g=0

y =—10083g —cosP.g =—2cosdg
o=f+f=2f
wo nach (56) und (57) in die Funktionen f und g iiberall das
Argument:

__ ysind
c

t

eingesetzt zu denken ist.

Mit Hilfe dieser Werte ergibt sich dann auch die elek-
trische und die magnetische Feldstirke innerhalb des Leiters
unmittelbar an der Grenzfliche z = 0:

€ =0 9, =0
(59) € =0 o, =—2cosd-g
¢ =0 9, =21 .

wo wieder in die Funktionen f und g das Argument ¢ —

y sin &
]

eingesetzt zu denken ist. Denn die Komponenten von € ver-




Maa:wellscher Stmhlungsdmck 53

schwinden im absoluten Leiter alle, und die Komponenten
9y O, sind an der Grenzfliche alle stetig: die letzten beiden
als tangentielle Komponenten der Feldstirke, die erste als
Normalkomponente der magnetischen Induktion 8 (§ 55), welche
ebenfalls durch jede Grenzfliche stetig hindurchgeht.

Dagegen ist, wie man sieht, die Normalkomponente der
elektrischen Feldstirke: &, unstetig; ihr Sprung ergibt das
Vorhandensein einer elektrischen Ladung an der Grenzfliche,
deren Fliachendichte nach GréBe und Vorzeichen betrigt:

——-28in¢-f= ———smz? f. (60)

Im Innern des Lexters, in endlicher Entfernung von der Grenz-
fliche, d.h. fiir z > 0, sind alle sechs Feldkomponenten un-
endlich klein. Daher fallen die fiir # =0 endlichen Werte
von § und §, mit wachsendem z unendlich schnell gegen
Null ab. )

§ 57. Durch das im Vakuum vorhandene elektromagnetische
Feld wird eine gewisse mechanische Kraft auf die Leitersubstanz
ausgeitbt, deren Komponente normal zur Oberfliche wir berechnen
wollen. Dieselbe ist teils elektrischen, teils magnetischen Ur-
sprungs. Betrachten wir zunichst die erstere: §,. Da die an
der Leiteroberfliche befindliche elektrische Ladung sich in
einem elektrischen Felde befindet, so wirkt auf sie eine mecha-
nische Kraft, die gleich ist dem Produkt der Ladung und der
Feldstarke. Da aber die Feldstéirke unstetig ist, nimlich auf der
Seite des Vakuums: — 2s8in &/, auf der Seite des Leiters: 0,
80 erhilt man die GroBe der auf das Fliachenelement do der
Oberfliche des Leiters wirkenden mechanischen Kraft §, nach
einem bekannten Satz der Elektrostatik durch Multiplikation
der in (60) berechneten elektrischen Ladung des Flichenelements
mit dem arithmetischen Mittel der elektrischen Feldstarke auf
beiden Seiten, mithin:

3, = ﬂ'2"1"9]%10-(— sind-f) = — si;:f fido.

Diese Kraft wirkt in der Richtung nach dem Vakuum zu, #uBert
sich also als Zug.

§ 8. Jetzt berechnen wir die mechanische Kraft magne-
tischen Ursprungs: &,. Im Innern der Leitersubstanz flieBen
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gewisse Leitungsstréme, deren Intensitit und Richtung durch
den Vektor & der Stromdichte:

(61) §=4=-curl

bestimmt ist. Nun wirkt auf jedes von einem Leitungsstrom
durchflossene Raumelement dz des Leiters eine mechanische
Kraft, die gegeben ist durch das Vektorprodukt:

(62) 4r1s, 9.

Die Komponente dieser Kraft normal zur Leiteroberfliche
(x = 0) ist daher:

3,9, —3.9)

und wenn man die Werte von §, und J, aus (61) einsetat:

09 _ 09 09, _ 09
e (-5 - (B -5
Die in diesem Ausdruck vorkommenden Differentialquotienten
nach y und nach z sind nach der Bemerkung am SchluB von

§ 56 gegen die nach « verschwindend klein; daher reduziert er
sich auf:

dz 09
_Tq?‘(@y tr3 + 9.5 P )
Wir betrachten nun einen aus dem Leiter ausgeschnittenen, auf
seiner Oberfliche senkrechten Zylinder mit dem Querschnitt d g,
der von z =0 bis # = 0o reicht. Die gesamte auf diesen Zylinder

in der Richtung der z-Achse wirkende mechanische Kraft magne-
tischen Ursprungs ist dann, da dr =do-dz:

B == f dz ( v 0w * )
und durch Integration, da fir z = co § verschwindet:
o= 2L (9,24 D00
oder nach den Gleichungen (59):
§, =
Durch Addition von §, und &, ergibt sich die ganze auf

d
2; + (cos2 3+ g2 + f2).
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den betrachteten Zylmder in der Richtung der z-Achse wirkende
mechanische Kraft:

= 22 cos? (12 + g9), (63)

welche sich als ein in normaler Richtung auf die Oberfliche
des Leiters nach dem Innern desselben wirkender Druck #uBert,
der als ,Maxwernscher Strahlungsdrauck® bezeichnet wird. Die
Existenz und auch die Grofie des Strahlungsdruckes wurde zuerst
von P. LeBepEw! durch subtile Messungen mit dem Radiometer
als mit der Theorie iibereinstimmend gefunden.

§59. Wir wollen den Strahlungsdruck in Beziehung bringen
zu der auf das Oberflichenelement d¢ des Leiters im Zeit-
element d¢ auffallenden Strahlungsenergie I d¢t. Dieselbe betrigt

nach dem PovynTingschen Energiestromungsgesetz: |
.

Idt=-"-(6,9,— C,9,)do dt, /
also nach (55):
Idt= —4%008 F(fE+g9Y)do dt.

Durch Vergleich mit (63) ergibt sich:

Hieraus berechnen wir endlnch den gesamten Druck p,
d. h. diejenige mechanische Kraft, welche eine beliebige, aus
dem Vakuum kommende, den Leiter treffende und von ihm
vollstindig reflektierte Strahlung auf die Oberflicheneinheit des
Leiters in normaler Richtung ausiibt. Die Energie, welche
innerhalb des Elementarkegels:

dQ=sin3dd de

in der Zeit d¢ auf das Flichenelement do gestrahlt wird, be-
trigt nach (6):
Idt= Kcos$#-dQ2do dt,

wo K die spezifische Intensitat der Strahlung in der Richtung
von d 2 auf den Spiegel zu bedeutet. Dies in (64) eingesetzt
und iiber d 2 integriert, ergibt fiir den Gesamtdruck aller auf
die Oberflache fallender und dort reflektierter Strahlenbiindel:

! P. Lesepew, Drupes Ann. 8, p. 483, 1901. Vgl. ferner: E. F. NicuoLs
undG. F. Hory, Drupes Ann. 13, p. 225, 1903. '
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(65) p=2 f Kcos? & d 2,

wo die Integration in bezug auf ¢ von O bis 2m, in bezﬁg

auf 9 von O bis % auszufithren ist.

Wenn speziell K von der Richtung unabhiingig ist, wie bei
der schwarzen Strahlung, so erhilt man fiir den Druck derselben:
oK 2n /2
p=—"|de.|ddcos?Isind =

5 fay |

oder, wenn statt K die réumliche Strahlungsdichte » aus (21)
eingefithrt wird:

(66) p=%

4n K
3¢

Dieser Wert des Strahlungsdruckes gilt zunéichst nur fir
den Fall, daB die Reflexion der Strahlung an der Oberfliche
eines absoluten unmagnetisierbaren Leiters erfolgt, und wir
werden ihn daher bei den thermodynamischen Deduktionen im
nachsten Kapitel auch nur fir diesen Fall benutzen. Indessen
wird sich spiter (§ 66) zeigen, daB die Gleichung (66) den Druck
der gleichmiifiigen Strahlung auch gegen eine ganz beliebige
vollstindig reflektierende Fliche ergibt, gleichgiltig ob sie regel-
miBig oder diffus reflektiert.

§ 60. Angesichts der iiberaus einfachen und nahen Be-
ziehung zwischen dem Strahlungsdrucke und der Strahlungs-
energie konnte man die Frage aufwerfen, ob diese Beziehung
wirklich eine spezielle Folgerung der elektromagnetischen Theorie
ist, oder ob sie'sich vielleicht auch auf allgemeinere energetische
bezw. thermodynamische Uberlegungen griinden 188t. Um diese
Frage zu entscheiden, wollen wir denjenigen Strahlungsdruck
berechnen, der sich aus der NEwronNschen Emanationstheorie
des Lichtes ergeben wiirde, welche Theorie ja mit dem Energie-
prinzip an sich wohl vertriglich ist. Nach ihr ist die durch
einen im Vakuum fortschreitenden Lichtstrahl einer Fliche zu-
gestrahlte Energie gleich der lebendigen Kraft der auf die
Flache treffenden Lichtpartikel, die sich alle mit der konstanten
Geschwindigkeit ¢ bewegen. Die Abnahme der Intensitit der
Energiestrahlung mit der Entfernung erklirt sich dann einfach
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aus der Abnahme der raumhchen Vertellungsdlchte der Licht-
partikel.

Nennen wir also #» die Anzahl der in der Volumeneinheit
enthaltenen Lichtpartikel, m die Masse einer Partikel, so ist
zunichst fir ein paralleles Lichtbiindel die Zahl der in der
Zeiteinheit auf das Element do einer spiegelnden Oberfliche
unter dem Einfallswinkel & treffenden Partikel:

n-c-cosd-do (87)
und ihre lebendige Kraft:
I=nccosd do- —2—cg—nmcosﬂ cdo. (68)

Um andererseits den Normaldruck dieser Partikel auf die
Oberfliche zu bestimmen, beachten wir, daB die Normal-
komponente der Geschwindigkeit c¢:cos & einer jeden Partikel
bei der Reflexion in die entgegengesetzte verwandelt wird. Daher
wird die Normalkomponente der Bewegungsgrfe (Impulskoordinate)
einer jeden Partikel bei der Reflexion um — 2me-cosd ge-
indert. Dies ergibt fiur alle betrachteten Partikel nach (67) die
Anderung der BewegungsgroBe:

—2nm cos? -c2da. T (69)

Ist nun der spiegelnde Koérper in der Richtung der Spiegel-
normalen frei beweglich, und es wirkt auBer dem StoBe der
Lichtpartikel keine Kraft auf ihn, so wird er durch die SttBe
in Bewegung gesetzt werden, und zwar nach dem Gesetz von
Wirkung und Gegenwirkung in der Weise, daB die Bewegungs-
groBe, welche er in einem gewissen Zeitintervall annimmt, gleich
und entgegengesetzt ist der Anderung der BewegungsgrdBen
aller in demselben Zeitintervall an ihm reflektierten Lichtpartikel.
LaBt man aber noch eine besondere konstante Kraft von auBen
auf den Spiegel wirken, so kommt zu der BewegungsgriBen-
inderung noch die von dieser Kraft gelieferte Bewegungsgrdfe
hinzu, welche gleich ist dem Impuls der Kraft, d. h. dem Produkt
der Kraft mal dem betrachteten Zeitintervall.

Daher wird der Spiegel dauernd in Ruhe bleiben, wenn
die konstante von auBen auf ihn wirkende Kraft so gewiihlt
wird, daB ihr Impuls fiir irgend eine Zeit gerade gleich ist der
in derselben Zeit eintretenden Anderung der BewegungsgroBen
der an dem Spiegel reflektierten Partikel, und daraus folgt, daB
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die Kraft & selbst, welche die Partikel durch ihren Anprall
gegen das Flichenelement d o ausiiben, gleich und entgegen-
gesetzt ist der Anderung ihrer BewegungsgroBe fir die Zeit-
einheit, wie sie durch (69) ausgedriickt ist, namlich:

F=2nmcos®F-c2do

und mit Benutzung von (68):
&=

Vergleicht man diese Bezxehung mit der Gleichung (64), in
welcher alle Zeichen die n#mliche physikalische Bedeutung
haben, so erkennt man, daB der NEwronsche Strahlungsdruck
doppelt so groB ist als der MaxweLLsche bei gleicher Energie-
strahlung, und daraus folgt mit Notwendigkeit, daB die GroBe
des Maxwerrnschen Strahlungsdruckes nicht aus allgemeinen
energetischen Uberlegungen abgeleitet werden kann, sondern
daB sie der elektromagnetischen Theorie eigentiimlich ist. Daher
sind auch alle aus dem Maxwernschen Strahlungsdrucke ab-
geleiteten Folgerungen als Folgerungen der elektromagnetischen
Lichttheorie, und alle Bestitigungen derselben als Bestiitigungen
dieser speziellen Theorie anzusehen.

4cosb‘ .1.

Zweites Kapitel. Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz.

§ 61. Wir denken uns im folgenden einen vollstindig
evakuierten Hohlzylinder mit einem absolut dicht schlieBenden,
in vertikaler Richtung ohne Reibung frei beweglichen Kolben.
Ein Teil der Wandung des Zylinders, etwa der feste Boden,
bestehe aus einem schwarzen Korper, dessen Temperatur 7
willkiirlich von auBen reguliert werden kann. Die iibrige Wand,
auch die innere Kolbenfliche, sei vollstindig reflektierend. Dann
wird, bei ruhendem Kolben und bei konstant gehaltener Tem-
peratur 7, die Strahlung im Vakuum nach einiger Zeit den
Charakter der schwarzen, nach allen Richtungen gleichmiBigen
Strahlung (§ 50) annehmen, deren spezifische Intensitit X und
rdumliche Dichte » nur von der Temperatur 7 abhingt, ins-
besondere auch unabhiingig ist von dem Volumen ¥ des Vakuums,
also von der Stellung des Kolbens.
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. Bewegt man nun den Kolben nach unten, so wird die
Strahlung auf einen kleineren Raum zusammengedringt, bewegt
man ibn nach oben, so dehnt sie sich auf einen gréferen Raum
aus. (leichzeitig kann man auch die Temperatur 7' des schwarzen
Bodenkérpers durch Zuleitung oder Ableitung #uBerer Wirme
willkiirlich veriindern. Dadurch treten jedesmal gewisse Stdrungen
des stationidren Zustandes ein; es liBt sich aber durch gehdrige
Verlangsamung der willkiirlich vorgenommenen Anderungen von
V und T immer erreichen, daB die Abweichungen von den Be-
dingungen des stationiren Zustandes beliebig klein bleiben, und
daB man daher, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, den
Strahlungszustand im Vakuum immer als einen thermodynami-
schen Gleichgewichtszustand betrachten kann, ganz dhnlich, wie es
in der Thermodynamik ponderabler Substanzen bei sogenannten
unendlich langsamen Prozessen geschieht, in denen die jeweiligen
Abweichungen vom Gleichgewichtszustand zu vernachlissigen sind
gegeniiber den Anderungen, die das behandelte System schlieB-
lich durch den ganzen ProzeB erleidet.

Hilt man z. B. die Temperatur 7 des schwarzen Boden-
korpers konstant, was durch geeignete Verbindung desselben
mit einem Wirmereservoir von groBer Kapazitit geschehen kann,
‘80 wird bei Hebung des Kolbens der schwarze Kérper so lange
stirker emittieren als absorbieren, bis der neu geschaffene Raum
mit der namlichen Strahlungsdichte wie frither angefiillt ist.
Umgekehrt wird bei Senkung des Kolbens der schwarze Korper
die iiberschiissige Strahlung absorbieren, bis wieder die urspriing-
liche, der Temperatur 7 entsprechende Strahlung hergestellt ist.
Ebenso wird bei Erhhung der Temperatur 7 des schwarzen
Korpers, die durch Wirmezuleitung ans einem um ein #uBerst
Geringes wirmeren Reservoir bewirkt werden kann, die Strah-
lungsdichte im Vakuum durch Mehremission entsprechend er-
hoht werden, usw. Zur gréBeren Beschleunigung der Herstellung
des Strahlungsgleichgewichtes kann man den reflektierenden
Mantel des Hohlzylinders als weiB (§ 10) voraussetzen, da durch
die diffuse Reflexion die durch die Bewegungsrichtung des Kolbens
etwa entstehenden Vorzugsrichtungen der Strahlung schneller
ausgeglichen werden. Als reflektierende Kolbenfliche wollen.
wir aber bis auf weiteres einen vollkommenen Metallspiegel
wahlen, um des MaxwerLschen Strahlungsdruckes (66) auf den
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Kolben sicher zu sein. Dann muB, um das mechanische Gleich-
gewicht herzustellen, der Kolben mit einem Gewicht belastet
werden, welches gleich ist dem Produkt des Strahlungsdruckes p
und dem Querschnitt des Kolbens. Eine minimale Abweichung
des belastenden Gewichtes von diesem Wert bringt dann eine
entsprechend langsame Bewegung des Kolbens nach der einen
oder der anderen Seite hervor.

Da die Einwirkungen, welche bei den hier ins Auge ge-
faBten Prozessen von auBen auf das betrachtete System, den
durchstrahlten Hohlraum, stattfinden, teils mechanischer Natur
(Verschiebung des beschwerten Kolbens), teils thermischer Natur
(Warmeleitung vom und zum Reservoir) sind, so haben sie eine
gewisse Abnlichkeit mit den in der Thermodynamik gewdhnlich
betrachteten Vorgiingen, nur daB hier das zugrunde gelegte
System kein materielles ist, wie z. B. ein (Gas, sondern ein rein
energetisches. Wenn aber die Hauptsitze der Thermodynamik
in der Natur universelle Giiltigkeit besitzen, was wir hier {iberall
voraussetzen, so miissen sie auch fur das hier betrachtete System
Bedeutung haben. Es muB némlich bei irgend einer in der
Natur eintretenden Verinderung die Energie aller an der Ande-
rung beteiligten Systeme konstant bleiben (erster Hauptsatz),
und es muB ferner die Entropie aller an der Anderung beteiligten
Systeme grofer werden,gim Grenzfall, bei reversibeln Prozessen,
unge#indert bleiben (zweiter Hauptsatz).

§ 62. Bilden wir zunichst die Gleichung des ersten Haupt-
satzes fiir eine unendlich kleine Anderung des betrachteten
Systems. DaB dem durchstrahlten Hohlraum eine bestimmte
Energie zukommt, haben wir schon frither (§ 22) aus dem Um-
stand abgeleitet, daB die Energiestrahlung sich mit endlicher

. Geschwindigkeit fortpflanzt. Wir bezeichnen sie mit U, Dann ist:

(70) U=7V-u,

wobei u, die rdumliche Strahlungsdichte, allein von der Tem-
peratur T des schwarzen Bodenkorpers abhingt.

Die bei einer VergroBerung des Volumens V des Hohl-
raumes um dV von dem System gegen die #uBeren Druckkrifte
(Gewicht des belasteten Kolbens) geleistete Arbeit ist p-d7,
wobei p den Maxwernschen Strahlungsdruck (66) darstellt.
Dieser Betrag von mechanischer Energie wird also auBerhalb
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des Systems gewonnen, indem das Gewicht gehoben wird. Der
Fehler, den wir dadurch begehen, daB wir hier den Strahlungs-
druck auf eine ruhende Fliche benutzen, wihrend doch die re-
flektierende Fliche wihrend der Volumeninderung sich bewegt,
ist offenbar zu vernachlissigen, da man sich die Bewegung mit
beliebig kleiner Geschwindigkeit erfolgend denken kann.
Bezeichnet ferner Q die unendlich kleine Wirmemenge im
mechanischen MaBe, welche von dem schwarzen Bodenkérper
an den durchstrahlten Raum durch Mehremission abgegeben
wird, so verliert der Bodenkorper bez. das mit ihm in Verbin-
dung stehende Wirmereservoir diese Wirme Q, wodurch seine
innere Energie sich um diesen Betrag vermindert. Folglich ist
nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik, da die Summe
der Strahlungsenergie und der Energie der materiellen Koérper
konstant bleibt:
AU+ pdV — Q=o. (71)

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik kommt
dem durchstrahlten Vakuum auch eine bestimmte Entropie
zu. Denn wenn die Wirme Q von dem Wirmereservoir an
den Hohlraum abgegeben wird, so verkleinert sich die Entropie
des Reservoirs, und zwar verindert sie sich um:

Infolgedessen muB, da in anderen Korpern keine Anderungen
eintreten — denn der starre und absolut reflektierende Kolben
mit dem darauf lastenden Gewicht dndert auch bei der Bewegung
seinen inneren Zustand nicht — als Kompensation eine Entropie-

inderung mindestens im Betrage % in der Natur eintreten,

durch welche jene Verkleinerung kompensiert wird, und hierfiir
kann nur die Entropie des durchstrahlten Hohlraumes in An-
spruch genommen werden, die wir mit S bezeichnen wollen.

Da nun aber die hier beschriebenen Prozesse aus lauter
Gleichgewichtszustiinden bestehen, so sind sie vollkommen rever-
sibel, es findet also keine Entropievermehrung statt, sondern
wir haben:

i8—2 =, (12)
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oder aus (7T1):
(13) ds = M.

In dieser Gleichung stellen die GréSen U, p,# und S ge-
wisse Kigenschaften der Wirmestrahlung vor, die durch den
augenblicklichen Zustand der Strahlung vollkommen bestimmt
sind. Folglich ist auch die GroBe T eine gewisse Eigenschaft
des Zustandes der Strahlung, d. h. die schwarze Strahlung
im Hohlraum besitzt eine gewisse Temperatur 7, und
diese Temperatur ist diejenige eines mit der Strahlung im
Wirmegleichgewicht stehenden Kérpers.

§ 63. Wir wollen nun aus der letzten Gleichung diejenige
Folgerung ableiten, die aus dem Umstand entspringt, daB der
Zustand des betrachteten Systems und mithin auch seine
Entropie durch die Werte zweier unabhingiger Variablen be-
stimmt ist. Als erste Variable withlen wir 7, als zweite konnen
wir entweder 7, oder u, oder p wihlen, von welchen drei Gré8en
zwei durch die dritte allein bestimmt sind. Wir wollen die
Temperatur T neben dem Volumen 7 als unabhingige Variable
nehmen. Dann ergibt die Substitution von (66) und (70) in (73):

V du ,, 4u
. 08\ _ ¥V du a8) _ 4u
Daraus: b?%r“fzﬁv‘md tﬁﬂT—ET'

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen partiell nach 7,
die zweite partiell nach T, so ergibt sich:

#S _1du_ 4 du_ 4u
aTdV ~ TdT 3T dT 8T*’
du 4u
oder: 7= T
Integriert:

(75) u=aqal*
und nach (21) als spezifische Intensitit der schwarzen Strahlung:

=% y=2%.7s
(76) K= —u=_— T

Ferner als Druck der schwarzen Strahlung:

a
(17) p="214
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und als Gesamtenergie der Strahlung:
U=aT4-7. (18)

Dieses Gesetz, welches ausspricht, daB die riumliche Dichte
und die spezifische Intensitit der schwarzen Strahlung der
vierten Potenz der absoluten Temperatur proportional sind, ist
zuerst von J. STEFAN! auf Grund ziemlich roher Messungen
aufgestellt, spiter von L. BoLrzmann? auf thermodynamischer
Grundlage aus dem Maxzwerrschen Strahlungsdruck abgeleitet,
und in neuerer Zeit durch exakte Messungen von O. LuMmEer
und E. PrinasEEM?® zwischen 100° und 1300° C., wobei die
Temperatur durch das Gasthermometer definiert wurde, bestiitigt
worden. In Temperaturgebieten und bei Genauigkeitsanforde-
rungen, fiir welche die Angaben der verschiedenen Gasthermo-
meter nicht mehr geniigend miteinander iibereinstimmen oder
iiberhaupt nicht zu ermitteln sind, kann das STEFAN-BoLTZMANN-
sche Strahlungsgesetz zu einer absoluten, von jeder Substanz
unabhiingigen Definition der Temperatur verwendet werden.

§ 64. Der Zahlenwert der Konstanten a ergibt sich aus
Messungen von F. Kuvarsaum.* Hiernach ist, wenn man mit S, die
gesamte Energie bezeichnet, die von 1qcm eines auf ¢° C. be-
findlichen schwarzen Korpers in 1 sec in die Luft ausgestrahlt
wird:

Watt erg

Syo0 = 8 = 0,0781 5= = 7,81-10° Z5-

100

Da nun die Strahlung in Luft nahezu identisch ist mit der
Strahlung ins Vakuum, so kann nach (7) und (76) gesetzt werden:

S=nK=27.278 + ¢
und wir erhalten:

Sio0 — S = 25+ (8784 — 2734).

. _ 4.7,81-10° _ 10~15__°T8
Also: o= 5jr e grgy = 10811078 e (19)

1 J. SteraN, Wien. Ber. 79, p. 891, 1879.

3 L. BoLrzuManN, Wiep. Ann. 23, p. 291, 1884.

8 Q. Lvmmer und E. Prinesaeiy, Wikp. Ann. 68, p. 395, 1897.
Drupes Ann. 3, p. 159, 1900.

4 F. KvrLBavM, Wiep. Ann. 85, p. 759, 1898.
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§ 65. Die GroBe der Entropie S der schwarzen Strahlung
ergibt sich durch Integration der Differentialgleichung (73) zu:

(80) S=%aT“~V,

wenn man eine belanglose additive Konstante fortliBt. Daraus die
Entropie der Volumeneinheit, oder die riumliche Entropie-
dichte der schwarzen Strahlung:

(81) S =s=tar,

§ 66. Wir wollen uns zundchst noch von einer be-
schrinkenden Voraussetzung befreien, die wir machen muBten,
um den von uns im vorigen Kapitel berechneten Wert des
Maxwerrschen Strahlungsdruckes anwenden zu konnen. Bisher
hatten wir den Zylinder als fest und nur den Kolben als frei
beweglich angenommen. Jetzt wollen wir uns das ganze GefiB,
bestehend aus dem Zylinder, dem schwarzen Boden und dem
Kolben, der in einer bestimmten Hohe iiber dem Boden an der
Wandung des Zylinders befestigt sei, uns im Raume frei beweg-
lich denken. Dann muB das Gefif als Ganzes nach dem
Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung, da gar keine Kraft
von auBen darauf wirkt, dauernd in Ruhe bleiben. Dies wiirde
iibrigens auch dann gefolgert werden miissen, wenn man das
Gegenwirkungsprinzip nicht von vornherein fiir diesen Fall als
giiltig anerkennen wollte. Denn wiirde das GefiB in Bewegung
geraten, so kionnte die lebendige Kraft dieser Bewegung nur auf
Kosten der Wirme des Bodenkérpers oder der Strahlungsenergie
entstehen, da sonst keine andere disponible Energie in dem von
einer starren Hiille umschlossenen System vorhanden ist, und
es miiBte zugleich mit der Energie auch die Entropie des
Korpers oder der Strahlung abnehmen, was dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik widersprechen wiirde, da sonst
keine Entropieinderungen in der Natur eintreten. Das GefiB
befindet sich also als (tanzes im mechanischen Gleichgewicht.
Daraus folgt sogleich, daB der Druck der Strahlung auf den
schwarzen Boden ebensogroB ist wie der entgegengesetzt ge-
richtete auf den spiegelnden Kolben, daB also der Druck der
schwarzen Strahlung auf einen schwarzen Koérper von der nim-
lichen Temperatur ebensogroB ist wie der auf einen spiegelnden
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Korper, und das nimliche 1aBt sich leicht ftir eine beliebige
vollstindig reflektierende Fliche beweisen, die man am Boden
des Zylinders befindlich annehmen kann, ohne den stationiren
Strahlungszustand irgendwie zu stéren. Daher liBt sich bei
allen vorhergehenden Betrachtungen das Spiegelmetall durch
einen beliebigen vollstindig reflektierenden oder auch durch
einen schwarzen Korper von der Temperatur des Bodenkdrpers
ersetzen, und man kann allgemein den Satz aussprechen, daB
der Strahlungsdruck nur von der Beschaffenheit der hin- und
hergehenden Strahlung, nicht aber von der Beschaffenheit der
angrenzenden Substanz abhingt.

'§ 67. Wenn bei der Hebung des Kolbens die Temperatur
des schwarzen Bodenkorpers durch entsprechende Wiarmezufuhr
aus dem Reservoir konstant erhalten wird, so verlauft der
Vorgang isotherm, Dann bleibt mit der Temperatur 7 auch
die Energiedichte », der Strahlungsdruck p und die Entropie-
dichte s konstant; infolgedessen whchst die Gesamtenergie der
Strahlung von U=%V auf U =u V', die Entropie von S=sV
auf S = sV, und fiir die aus dem Wirmereservoir zugefiihrte
Wirme erhilt man durch Integration von (72) bei konstantem T

Q="T(8 = 8)=Ts-(V' = V)
oder nach (81) und (75):
Q= SaT (V' = P)=5(U - D).

Wie man sieht, iibersteigt die von auBen zugefithrte Wirme
den Betrag der Vermehrung der Strahlungsenergie (" — U) um
$(U = U). Diese Mehrzufuhr von Wirme ist ndtig, um die
mit der VergroBerung des Strahlungsvolumens verbundene #uBere
Arbeit zu leisten.

§ 68. Betrachten wir auch einen reversibeln adiabati-
schen ProzeB. Hierfiir ist notwendig, daB nicht nur der Kolben
und die Mantelfliche, sondern auch der Boden des Zylinders
als vollstindig reflektierend, etwa als weiB, vorausgesetzt wird,
Dann ist bei der Kompression oder Ausdehnung des Strahlungs-
raumes die von auBen zugefiihrte Wirme Q = 0, und die Energie
der Strahlung #ndert sich nur um den Betrag der #uBeren
Arbeit p-d7. Um indessen sicher zu sein, daB bei einem end-
lichen adiabatischen ProzeB die Strahlung in jedem Augenblick

PLANCK, Wirmestrahlung. 5
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vollstéindig stabil ist, d. h. den Charakter der schwarzen Strahlung
besitzt, wollen wir innerhalb des evakuierten Hohlraumes noch ein
minimales Kohlenstiubchen als vorhanden voraussetzen. Dieses
Korperchen, von dem wir annehmen konnen, daB es fiir simt-
liche Strahlenarten ein von Null verschiedenes Absorptions-
vermogen besitzt, dient nur dazu, um das stabile Gleichgewicht
der Strahlung im Hohlraum herzustellen (§ 51f) und dadurch
die Reversibilitit des Vorgangs zu verbiirgen, wihrend seine
Korperwiirme gegen die Strahlungsenergie U so klein an-
genommen werden kann, daB die zu einer merklichen Tempe-
raturinderung des Stiubchens erforderliche Wiarmezufuhr ganz
zu vernachliissigen ist. Dann herrscht in jedem Augenblick des
Prozesses absolut stabiles Strahlungsgleichgewicht, und die Strah-
lung besitzt die Temperatur des in dem Hohlraum befindlichen
Stiubchens. Volumen, Energie und Entropie des Stiubchens
kéonnen ganz vernachlassigt werden.

Bei der reversibeln adiabatischen Anderung bleibt nach (72)
die Entropie S des Systems konstant. Es folgt also als Be-
dingung dieses Prozesses aus (80):

T®.V = const
oder auch nach (17):  p-V# = const,

d. h. bei adiabatischer Kompression steigt die Strahlungs-

temperatur und der Strahlungsdruck in der angegebenen Weise.

Die Energie der Strahlung U #ndert sich dabei nach dem Gesetz:
U

— = 1§ = const,

d. h. sie wichst proportional der absoluten Temperatur, trotzdem
das Volumen kleiner wird.

§ 69. Wir wollen schlieBlich noch als weiteres Beispiel
einen einfachen Fall eines irreversibeln Prozesses betrachten.
Der allseitig von absolut reflektierenden Winden umschlossene
Hohlraum vom Volumen ¥ sei gleichmiBig von schwarzer Strahlung
erfillt. Nun stelle man, etwa durch Drehen eines Hahnes, an
irgend einer Stelle der Wandung eine kleine Offnung her, durch
welche die Strahlung in einen anderen ebenfalls von absolut
reflektierenden festen Winden umgebenen vollstindig evakuierten
Raum austreten kann. Dann wird die Strahlung zundichst einen
sehr unregelmiBigen Charakter annehmen, nach einiger Zeit
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aber wird sich ein stationirer Strahlungszustand einstellen, der
beide kommunizierende Raume, deren Gesamtvolumen ¥’ sei,
gleichmiBig erfiillt. Durch die Anwesenheit eines Kohlestdubchens
sei dafiir gesorgt, daB auch im neuen Zustand alle Bedingungen
der schwarzen Strahlung erfillt sind. Dann ist, weil weder
duBere Arbeit noch auBere Wirmezufuhr stattgefunden hat, nach
dem ersten Hauptsatz die Energie im neuen Zustand gleich der
im alten: U = U, und daher nach (78):

TV =TV

/i /v

T = 1/7

und dadurch der neue Gleichgewichtszustand vollkommen be-
stimmt. Da 7’ > 7, so ist die Temperatur der Strahlung durch
den Vorgang erniedrigt worden.

Nach dem zweiten Hauptsatz muB die Entropie des Systems
gewachsen sein, da sonst keine #uBeren Veriinderungen statt-
gefunden haben; in der Tat ist nach (80):

STV T
79“=W=l/?>1- (82)

§ 70. Wenn der Vorgang der irreversibeln adiabatischen
Ausdehnung der Strahlung vom Volumen ¥V auf das Volumen 7~
genau ebenso erfolgt, wie vorhin beschrieben, nur mit dem
einzigen Unterschied, da8 kein Kohlenstiubchen in das Vakuum
. eingelagert ist, so wird nach Herstellung des gleichmiBigen
Strahlungszustandes, welche infolge der diffusen Reflexion an den
Winden des Hohlraums nach gehdriger Zeit eintreten wird,
im neuen Volumen 7’ die Strahlung nicht mehr den Charakter
der schwarzen Strahlung haben, also auch keine bestimmte
Temperatur besitzen. Wohl aber besitzt auch dann die Strahlung,
wie iiberhaupt jedes in einem bestimmten Zustand befindliche
physikalische System, eine bestimmte Entropie, die nach dem
zweiten Hauptsatz groBer ist als die anfingliche S, aber nicht
8o groB als die oben in (82) ausgedriickte S’. Ihre Berechnung
kann erst auf Grund spiterer Sitze erfolgen (vgl §103). Bringt
man dann nachtriglich in das Vakaum ein Kohlestiubchen, so
stellt sich durch einen zweiten irreversibeln ProzeB das absolut

stabile Strahlungsgleichgewicht her, indem die Strahlung bei
5*
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konstanter Gesamtenergie die normale Energieverteilung der
schwarzen Strahlung annimmt, und die Entropie stelgt dabei
auf den durch (82) gegebenen Maxxmalwert S’

Drittes Kapitel. Wiensches Verschiebungsgesetz.

§ 71. Wenn durch das StErFAN-BoLrzMaNNsche Gesetz
die Abhiingigkeit der riumlichen Dichte « und der spezifischen
Intensitit K der schwarzen Strahlung von der Temperatur be-
stimmt ist, so ist dadurch fiir die Kenntnis der auf eine be-
stimmte Schwingungszahl » bezogenen riumlichen Strahlungs-
dichte u,, und der spezifischen Strahlungsintensitit &, der
monochromatischen Strahlung, welche miteinander durch die
Gleichung (24), und mit % und K durch die Gleichungen (22)
und (12) verkniipft sind, noch verhiltnism#Big wenig gewonmen,
und es bleibt als ein Hauptproblem der Theorie der Wirme-
strahlung die Aufgabe bestehen, die GréBen u, und ®, fir die
schwarze Strahlung im Vakuum, und dadurch nach (42) auch
in jedem beliehigen Medium, als Funktionen von » und T zu
bestimmen, oder mit anderen Worten: die Verteilung der Energie
im Normalspektrum fiir jede beliebige Temperatur anzugeben,
Ein wesentlicher Schritt zur Losung dieser Aufgabe ist in dem
von W. WiEN aufgestellten sogenannten ,Verschiebungsgesetz«!
enthalten, dessen Bedeutung darin besteht, daB es die Funk-
tionen u, und R, der beiden Argumente v und T auf eine Funktion
eines einzigen Arguments zuriickfithrt.

Den Ausgangspunkt des Wienschen Verschiebungsgesetzes
bildet folgender Satz. Wenn die in einem vollstiindig evakuierten
Hohlraum mit absolut reflektierenden Winden enthaltene schwarze
Strahlung adiabatisch und unendlich langsam komprimiert oder
dilatiert wird, wie im § 68 beschrieben wurde, so beh#lt die
Strahlung, auch ohne daB ein Kohlestiubchen sich im
Vakuum befindet, stets den Charakter der schwarzen

! W. Wien, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. Berlin vom 9. Febr.
1898, p. 55. Wiep. Ann. 62, p. 1382, 1894. Vgl. ferner u. a.: M, Tumsex,
Verhandlungen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft, 3, p. 65, 1900.
" H. A. Lorentz, Akad. d. Wissensch. Amsterdam, 18. Mai 1901, p. 607.
M. AsranaM, DrubEs Ann. 14, p. 236, 1904.
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Strahlung bei. Der ProzeB verliuft also auch im absoluten
Vakuum genau so wie im § 68 berechnet wurde, und die dort
als VorsichtsmaBregel angewandte Einfithrung des Kohlestiubchens
zeigt- sich als iiberfliissig, allerdings nur in diesem speziellen
Falle, nicht etwa auch in dem § 70 beschriebenen Falle,

Die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes ergibt sich aus
folgendem. Man komprimiere den anfinglich mit schwarzer
Strahlung erfiillten vollstindig evakuierten Hohlzylinder adia-
batisch und unendlich langsam auf einen endlichen Bruchteil
seines urspriinglichen Volumens. Wire nun, nach Vollendung
der Kompression, die Strahlung nicht mehr schwarz, so bestinde
kein stabiles thermodynamisches Gleichgewicht der Strahlung
(§ 51). Dann kénnte man durch Einbringung eines Kohle-
stiubchens, dem im Vergleich zur Strahlungsenergie keine merk-
liche Ko6rperwiarme zukommt, bei konstantem Volumen und
konstanter Gesamtenergie der Strahlung eine endliche Um-
wandlung, ndmlich den Ubergang zum absolut stabilen Strahlungs-
zustand, und damit eine endliche Entropievermehrung des Systems
herbeifiihren. Diese Veréinderung wiirde natiirlich nur die spektrale
Strahlungsdichte u, betreffen, wihrend dagegen die gesamte
Energiedichte » konstant bleibt. Nachdem dies geschehen,
konnte man, das Kohlestiubchen in dem Raume belassend, den
Hohlzylinder wieder adiabatisch und unendlich langsam auf sein
urspriingliches Volumen vergroBern und hierauf das Kohle-
stiubchen entfernen. Dann hat das System einen KreisprozeB
durchgemacht, ohne daB irgendwelche #uBere Verianderungen
zuriickgeblieben sind. Denn Wirme ist iiberhaupt weder zu-
noch abgeleitet worden, und die auf die Kompression verwendete
mechanische Arbeit ist bei der Ausdehnung genau wieder ge-
wonnen worden; denn diese hiingt, ebenso wie der Strahlungs-
druck, nur von der Gesamtdichte « der Strahlungsenergie, nicht
von ihrer spektralen Verteilung ab. Infolgedessen ist nach dem
ersten Hauptsatz der Thermodynamik auch die gesamte Strahlungs-
energie am SchluB wieder dieselbe wie am Anfang und daher
auch die Temperatar der schwarzen Strahlung wieder die némliche.
Das Kohlestdubchen und seine Verinderungen zihlt nicht mit;
denn seine Energie und Entropie sind verschwindend klein gegen
die betreffenden GroBen des Systems. Der ProzeB ist also in
allen Einzelheiten riickgingig gemacht, man kann thn beliebig
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oft hintereinander wiederholen, ohne daB irgend eine dauernde
Verinderung in der Natur eintritt. Dies widerspricht der oben
gemachten Voraussetzung einer endlichen Entropievermehrung;
denn eine solche 148t sich, wenn einmal eingetreten, auf keinerlei
Weise vollstindig rtickgiingig machen. Es kann also durch die
Einbringung des Kohlestiubchens in den Strahlungsraum keine
endliche Entropievermehrung herbeigefithrt worden sein, sondern
die Strahlung befand sich schon vorher und jederzeit im stabilen
Gleichgewichtszustand.

§ 72, Damit das Wesentliche dieses wichtigen Beweises
noch klarer hervortritt, sei auf eine analoge einigermaBen nahe-
liegende Betrachtung hingewiesen. Ein Hohlraum, in dem sich
anfinglich ein Dampf gerade im Zustand der Sittigung be-
findet, werde adiabatisch und unendlich langsam komprimiert.

»Dann verbleibt der Dampf bei beliebiger endlicher adia-
batischer Kompression immer gerade im Zustand der Sittigung.
Denn wiirde er z. B. bei der Kompression iibersittigt werden,
so konnte man, nachdem die Kompression auf einen merklichen
Bruchteil des urspriinglichen Volumens stattgefunden hat, durch
Einbringung eines winzigen Flissigkeitstropfchens, dem keine
merkliche Masse und Warmekapazitit zukommt, bei konstantem
Volumen und konstanter Gesamtenergie die Kondensation einer
endlichen Menge Dampf, und damit den endlichen Ubergang in
einen stabileren Zustand, also eine endliche Entropievermehrung
des Systems herbeifithren. Nachdem dies geschehen, konnte
man das Volumen wieder adiabatisch und unendlich langsam
vergroBern, bis alle Fliissigkeit verdampft ist, und dadurch den
ProzeB vollstindig riickgiingig machen, was der angenommenen
Entropievermehrung widerspricht.«

Ein solches Beweisverfahren wiirde deshalb fehlerhaft sein,
weil durch den beschriebenen ProzeB die eingetretene Verinderung
keineswegs vollstindig riickgingig gemacht ist. Denn da die
bei der Kompression des iibersittigten Dampfes aufgewendete
mechanische Arbeit nicht gleich ist der bei der Ausdehnung
des gesittigten Dampfes wiedergewonnenen, so entspricht einem
bestimmten Volumen des Systems bei der Kompression eine
andere Energie als bei der Ausdehnung, und deshalb kann auch
das Volumen, bei dem alle Fliissigkeit gerade wieder verdampft
ist, nicht gleich dem urspriinglichen Anfangsvolumen sein. Die
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gemutmaBte Analogie ist also hinfillig, und die oben in An-
fihrungszeichen gesetzte Behauptung unrichtig.

§ 78. Wir wollen uns nun wieder den in § 68 beschriebenen
reversibeln adiabatischen ProzeB mit der in dem evakuierten Hohl-
zylinder mit weiBen Winden und weiBem Boden befindlichen
schwarzen Strahlung ausgefithrt denken, indem wir den aus absolut
spiegelndem Metall bestehenden Kolben unendlich langsam herab-
sinken lassen, nur mit dem Unterschied, daB sich diesmal kein
Kohlestiubchen in dem Zylinder befindet. Dann verliuft der
ProzeB, wie wir jetzt wissen, genau so wie dort. Wir konnen uns
aber nun, da jetzt iiberhaupt keine Emission und Absorption der
Strahlung stattfindet, Rechenschaft geben von den Anderungen,
welche die einzelnen Strahlenbiindel des Systems an Farbe und
Intensitat erleiden. Solche Anderungen treten natiirlich nur
bei der Reflexion an dem bewegten Metallspiegel, nicht bei der
Reflexion an den ruhenden Winden und an dem ruhenden Boden
des Zylinders ein.

Wenn der spiegelnde Kolben mit der konstanten unendlich
kleinen Geschwindigkeit v sich herabsenkt, so werden die ihn
wihrenddem treffenden monochromatischen Strahlenbiindel bei
der Reflexion eine Anderung ihrer Farbe, ihrer Intensitit und
ihrer Richtung erleiden. Betrachten wir diese verschiedenen
Einfliisse der Reihe nach hintereinander.!

§ 74. Zunichst fragen wir nach der Farbeninderung,
die ein monochromatischer Strahl durch Reflexion an dem un-
endlich langsam bewegten Spiegel erleidet, und betrachten zu
diesem Zweck erst den Fall eines in normaler Richtung, von
unten nach oben, auf den Spiegel fallenden und daher auch in
normaler Richtung, von oben nach unten, reflektierten Strahles.
Die Ebene 4 (Fig. 5) bedeute die Lage des Spiegels zur Zeit ¢,
die Ebene 4’ die zur Zeit ¢ 4+ d¢, wobei die Entfernung 44’ = v. d%,
wenn v die Geschwindigkeit des Spiegels bedeutet. Denken wir
uns nun durch das durchstrahlte Vakuum in gehdriger Entfernung

1 Eine vollstindige Losung des Problems der Reflexion eines Strahlen-
biindels an einer bewegten absolut spiegelnden Fliche, auch bei beliebig
groBer Geschwindigkeit derselben, findet sich in der § 71 zitierten Ab-
handlung von M. Asraman. Hierbei sind die Gesetze der Elektrodynamik
bewegter Kérper zugrunde gelegt. Vgl. auch desselben Autors Lehrbuch:
Elektromagnetische Theorie der Strahlung, 1905 (Leipzig, B. G- Teubner).
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vom Spiegel eine dem Spiegel parallele ruhende Ebene B ge-
legt, und nennen wir A die Wellenlinge des auf den Spiegel
treffenden, A" die Wellenlinge

4 Siglt  des vom Spiegel reflektierten
4 2 piegelt+dt  Qtrahles, so liegen zur Zeit ¢
I l auf der Strecke AB des

) durchstrahlten Vakuums ATB
Wellen des einfallenden, und

B Techend, Af Wellen des reflektierten

Fig. 5.

Strahles, was man sich etwa
dadurch versinnlichen kann,
daB man die elektrische Feldstirke in den verschiedenen Punkten -
je eines der beiden Strahlen zur Zeit ¢ sich in Form einer Sinus-
kurve aufgezeichnet denkt. Im ganzen liegen also zur Zeit ¢
in dem Zwischenraum zwischen 4 und B

1,1
4B. (7 + r)
Wellen, einfallender und reflektierter Strahl zusammengenommen.
Da diese Anzahl sehr groB ist, so kommt es nicht darauf an,
ob es eine ganze Zahl ist oder nicht.

Ebenso liegen zur Zeit ¢ 4+ ¢, wenn sich der Spiegel in 4’
befindet, in dem Zwischenraum zwischen 4’ und B im ganzen

A'B. (% + %) Wellen.

Die letzte Zahl wird kleiner sein als die erste, da in dem
kleineren Zwischenraum A’B eine geringere Anzahl Wellen von
beiden Arten Platz finden, als vorher in dem gréBeren Zwischen-
raum AB. Der Rest der Wellen muB wihrend der Zeit Jt¢
aus dem Zwischenraum zwischen dem bewegten Spiegel und der
ruhenden Ebene B hinausgedringt worden sein, und zwar durch
die Ebene B hindarch nach unten; denn auf andere Weise kann
keine Welle aus dem betrachteten Raum verschwinden.

Nun gehen durch die ruhende Ebene B in der Zeit d¢ in
der Richtung nach oben: »-J¢ Wellen, in der Richtung nach
unten: »' - d¢ Wellen; folglich ist die Differenz:

0 =)ot =(UB-4'B): ( +7)
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oder, da:
AB— A'B=1v.0t
und i=2, ==
14 1 4
v = c+v'w,
c—9

oder, da v unendlich klein gegen ¢,
v =9 (1 + 271’) .

§ 76. Wenn die Strahlung nicht in normaler Richtung,
sondern unter dem spitzen Einfallswinkel 9 auf den Spiegel
fallt, so kann man eine ganz #hnliche Betrachtung anstellen,

Spiegel t
Splegelt+dt

Fig. 6.

nur mit dem Unterschied, daB dann der Schnittpunkt 4 eines
bestimmten ins Auge gefaBten Strahles B4 mit dem Spiegel zur
Zeit ¢ eine andere Lage auf dem Spiegel hat als der Schnitt-
punkt A’ desselben Strahles mit dem Spiegel zur Zeit ¢ 4 d¢
(Fig. 6). Die Anzahl der Wellen, welche zur Zeit ¢ auf der

Strecke BA liegen, ist —374 - Ebenso ist zu der nimlichen

Zeit ¢t die Anzahl der Wellen auf der Strecke 40, welche die
Entfernung des Punktes 4 von einer im Vakuum ruhenden

Wellenebene CC’ des reflektierten Strahles darstellt, —‘;—q Im

ganzen liegen also zur Zeit ¢ auf der Strecke BAC des be-

trachteten Strahles
BA AC
Y L T
Wellen. Hierbei sei noch bemerkt, daB der Reflexionswinkel 9
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nicht genau gleich dem Einfallswinkel ist, sondern, wie sich
durch eine einfache geometrische Uberlegung zeigen 14Bt, etwas
kleiner. Die Differenz zwischen ¢ und &' wird sich aber fir
unsere Berechnung als unwesentlich erweisen.
Ferner liegen zur Zeit ¢ 4 0¢, wenn der Spiegel durch 4’
geht, auf der Strecke BA'C’
BA’ 4'C’
A A
Wellen. Die letzte Zahl ist kleiner als die erste, und zwar muB
die Differenz gleich der Anzahl der Wellen sein, welche withrend
der Zeit ¢ aus dem Raume, der durch die ruhende Ebene BB’
und durch die ruhende Ebene CC’ begrenzt wird, im ganzen
hinausgedringt worden sind.
Nun gehen durch die Ebene BB’ in der Zeit d¢ in den
Raum hinein #.d¢t Wellen, durch die Ebene CC’ aus dem
Raum hinaus »’ . 0¢ Wellen. Folglich ist

om0 49) - (24 £

Es ist aber:

A A’

v-8¢
cos g

AC— A'C' = AA"-cos(F + &)

BA — BA' = A4’ =

7

e .4
=2, =2
v 1 4

ccosd + v
ccos 3 — veos (3 + 4')

Diese Beziehung gilt fiir eine beliebig groBe Geschwindigkeit v
des bewegten Spiegels. Da nun in unserem Fall v unendlich
klein ist gegen ¢, 80 wird einfacher: '

¢=w.0+. 0 {1+muﬂ+&ﬂy

Folglich: o' = V.

ecos 9

Die Differenz der Winkel & und 4’ ist jedenfalls von der
GroBenordnung %; daher kann man hier obne merklichen

Fehler 9’ durch 9 ersetzen, und erhilt so:

(83) v'=w.(1+flc_;’i)

als Schwingungszahl des reflektierten Strahles fiir schiefe Inzidenz.



Wiensches Verschiebungsgesetx 75

§ 76. Aus dem Vorstehenden erhellt, daB die Schwingungs-
zahlen aller auf den bewegten Spiegel treffenden Strahlen
durch die Reflexion vergroBert werden, wenn sich der Spiegel
gegen die Strahlung bewegt, dagegen verkleinert werden, wenn
der Spiegel sich in Richtung der auffallenden Strahlung bewegt
(v < 0). Dabei wird aber die gesamte auf den bewegten Spiegel
fallende Strahlung einer bestimmten Schwingungszahl » keines-
wegs wieder als monochromatische Strahlung reflektiert, sondern
die Farbeninderung bei der Reflexion hiingt wesentlich mit von
dem Einfallswinkel & ab. Daher kann man von einer bestimmten
spektralen , Verschiebung® der Farbe nur bei einem einzelnen
bestimmt gerichteten Strahlenbiindel, dagegen bei der gesamten
monochromatischen Strahlung hochstens von einer spgktralen
»Zersplitterung® reden. Die Farbeniinderung ist am gropten fiir
normale Inzidenz, sie verschwindet ganz fiir streifende Thzidenz.

§ 77. Berechnen wir zweitens die Energieinderung,
welche der bewegte Spiegel der auftreffenden Strahlung erteilt,
und zwar gleich fir den allgemeinen Fall der schiefen Inzidenz.
Ein monochromatisches unendlich diinnes unpolarisiertes Strahlen-
biindel, welches unter dem Einfallswinkel % auf ein Flichen-
element des Spiegels trifft, mége in der Zeit d¢ die Energie
I.0t auf den Spiegel fallen lassen. Dann betrigt die mecha-
nische Druckkraft des Strahlenbiindels normal auf den Spiegel
nach Gleichung (64) bis auf verschwindend kleine GroBen:

& = 2 c:s# .
und die bei der Bewegung des Spiegels in der Zeit 0¢ von auBen

gegen die auftreffende Strahlung geleistete Arbeit ist mit dem-
gelben Grade der Anniherung:

Foor=22%2% 15 (84)

Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie muB sich dieser
Arbeitsbetrag in der Energie der reflektierten Strahlung wieder-
finden. Daher besitzt das reflektierte Strahlenbiindel eine groSere
Intensitat als das auffallende, es liefert namlich in der Zeit ¢
die Energie:?

! Es versteht sich, daB die durch die Bewegung des Spiegels ver-
ursachte Intensititsinderung bei der Reflexion sich auch rein elektro-
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(85) 15t+gvat—1(1+2"""”)at_1’at

Man kann also zusammenfassend sagen: Durch die Reflexion
eines unter dem Einfallswinkel J auftreffenden monochromati-
schen unpolarisierten Elementarstrahlenbiindels an dem gegen
die Strahlung mit der unendlich kleinen Gteschwindigkeit » be-
wegten Spiegel wird wihrend der Zeit d¢ die Strahlungs-
energie I 0¢, deren Schwingungszahlen von » bis » 4 d » reichen,
in die Strahlungsenergie I' 0t mit dem Schwingungsintervall
(', v + dv") verwandelt, wobei I’ durch (85), » durch (83) und
dementsprechend d +/, die Spektralbreite des reflektierten Biindels,
durch:

(86) v —dw(l + 2"‘”"“’)

gegeben ist. Ein Vergleich dieser Werte zeigt, daB
r v dv

.(87) TS5 a4

Der absolute Betrag der bei dieser Verwandlung verschwundenen
Strahlungsenergie ist nach Gleichung (18):

(88) I-3t=2f@,dacosﬂ d8dv dt

und daher der absolute Betrag der dabei neu entstandenen
Strahlungsenergie nach (85):

89)  I'-0t=28,dc cos dQ dw(l + Reeed) 5y,

In diesen beiden Ausdriicken wire streng genommen noch
eine unendlich kleine Korrektur anzubringen, da I die Energie-
strahlung auf ein rnhendes Flichenelement d ¢ darstellt, wihrend
doch durch die Bewegung von d o gegen das auftreffende Strahlen-
biindel die auffallende Strahlung etwas vermehrt wird. Indessen
konnen die entsprechenden Zusatzglieder hier ohne merklichen
Fehler fortgelassen werden, weil die Differenz der beiden Aus-
driicke: (I'—I)d¢, welche durch (84) dargestellt wird, von jener
Korrektur offenbar nicht merklich betroffen wird.

dynamlsch ableiten 148t, da ja die Elektrodynamik mit dem Energieprinzip
in Ubereinstimmung ist. Dieser Weg ist etwas umsténdlicher, dafiir
gewiihrt er aber einen tieferen Einblick in die Einzelheiten des Vorgangs
der Reflexion.
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§ 78. Was endlich die R1chtungs§.nderungen betnfft
welche den auftreffenden Strahlen durch die Reflexion an dem
bewegten Spiegel erteilt werden, so brauchen wir uns der Be-
rechnung derselben hier gar nicht zu unterziehen. Denn wenn
die Bewegung des Spiegels nur hinreichend langsam erfolgt, so
werden alle UngleichméBigkeiten in der Richtung der Strahlung
sogleich wieder durch die weitere Reflexion an den GefiBwéinden
ausgeglichen werden. Wir konnen uns ja den ganzen ProzeB
in sehr vlelen kleinen Intervallen ausgefilhrt denken, in der
Weise, daB der Kolben, nachdem er eine sehr kleine Wegstrecke
mit sehr kleiner Geschwindigkeit zuriickgelegt hat, eine Zeitlang
in Ruhe gehalten wird, und zwar so lange, bis alle etwa ent-
standenen UngleichmiBigkeiten in den Strahlungsrichtungen
durch die Reflexion an den weifen Winden des Hohlzylinders
wieder zum Verschwinden gebracht sind. Wenn man dies Ver-
fahren geniigend lange fortsetzt, so kann man die Kompression der
Strahlung bis zu einem beliebig kleinen Bruchteil des urspriing-
lichen Volumens fortsetzen, und dabei stets die Strahlung als
nach allen Richtungen gleichmiBig betrachten. Dieser stetig
wirkende AusgleichungsprozeB betrifft natiirlich nur die Ver-
schiedenheit der Strahlungsrichtungen; denn Farben- und In-
tensititsinderungen der Strahlung, die einmal eingetreten sind,
wenn auch noch so minimaler GroBe, konnen offenbar durch
Reflexion an total reflektierenden ruhenden Winden mit der
Zeit niemals ausgeglichen werden, sondern bleiben konstant
weiter bestehen.

§ 79. Mit Hilfe der gewonnenen Sitze sind wir nun
imstande, fiir den Fall der unendlich langsamen adiabatischen
Kompression des von gleichmiBiger Strahlung erfilllten voll-
kommen evakuierten Hohlzylinders die Anderung der Strahlungs-
dichte fiir jede einzelne Schwingungszahl zu berechnen. Wir
fassen zu diesem Zwecke die Strahlung innerhalb eines bestimmten
unendlich kleinen Intervalls von Schwingungszahlen, nimlich von »
bis » + dw, zur Zeit ¢ ins Auge, und fragen nach der Anderung,
welche die gesamte Strahlungsenergie, die in dieses bestimmte
unverdnderliche Intervall fallt, wihrend der Zeit ot erleidet.

Zur Zeit ¢ ist diese Strahlungsenergie nach (22) Vu-dw,
zur Zeit ¢ + 0t ist sie (V'u + &(Vu)) - dw, also die zu berechnende
Anderung:
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(90) o(Vu)-dv.

Die monochromatische Strahlungsdichte u ist hierbei als Funktion
der beiden voneinander unabhiéngigen Variabeln » und ¢ zu
betrachten, deren Differentiale durch die Zeichen ¢ und o unter-
schieden sind.

Die Anderung der monochromatischen Strahlungsenergie
kommt lediglich bei der Reflexion an dem bewegten Spiegel,
und zwar dadurch zustande, daB erstens gewisse Strahlen,
welche zur Zeit ¢ dem Intervall (v, dv) angehéren, durch die
bei der Reflexion erlittene Farbeninderung aus diesem Intervall
austreten, und daB zweitens gewisse Strahlen, welche zur Zeit ¢
nicht dem Intervall (v, dv) angehoren, durch die bei der Reflexion
erlittene Farbeninderung in dieses Intervall eintreten. Wir
berechnen beide Einfliisse nacheinander. Die Berechnung wird
wesentlich vereinfacht, wenn wir die Breite dieses Intervalls: d»
8o klein nehmen, daB:

(91) dv klein gegen %-u,

was deshalb méglich ist, weil d» und v gar nicht voneinander
abhiingen.

§ 80. Die Strahlen, welche zur Zeit ¢ dem Intervall (», dv)
angehéren und in der Zeit J¢ infolge der Reflexion am be-
wegten Spiegel aus diesem Intervall austreten, sind einfach alle
diejenigen, welche wihrend der Zeit ¢ den bewegten Spiegel
treffen. Denn die Farbeninderung, die ein solcher Strahl er-
leidet, ist nach (83) und (91) groB gegen die Breite dv des
ganzen Intervalls. Wir haben hier also nur die Energie zu
berechnen, welche wihrend der Zeit 0¢ durch die Strahlen des
Intervalls (v, d») auf den Spiegel geworfen wird.

Fir ein Elementarstrahlenbiindel, das unter dem Einfalls-
winkel & auf das Element ds der Spiegelfliche fallt, ist diese
Energie nach (88) und (5):

I0t=2R,docosd ddv §t=2R, do sind cos & d de dv d¢,

also fir die gesamte monochromatische Strahlung, die auf die
ganze Spiegelfliche F auffallt, durch Integration iiber ¢ von

0 bis 2m, fiber 9 von O bis g, und itber do von O bis F:
.
92) 2x F &, dv dt.
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Diese Strahlungsenergle tritt also wibrend der Zeit ¢ aus dem
betrachteten Schwingungszahlintervall (v, d) heraus.

§ 81. Bei der Berechnung derjenigen Strahlungsenergie,
welche wihrend der Zeit ¢ durch die Reflexion an dem be-
wegten Spiegel in das Intervall (»,d») eintritt, miissen wir die
unter verschiedenen Einfallswinkeln auf den Spiegel treffen-
den Strahlen gesondert betrachten. Da bei positivem » die
Schwingungszahl durch die Reflexion vergroBert wird, so be-
sitzen die hier zu betrachtenden Strahlen zur Zeit ¢ eine
Schwingungszahl », < ». Nehmen wir nun zur Zeit ¢ ein mono-
chromatisches Strahlenbiindel vom Schwingungsintervall (y,,dv,),
welches unter dem Einfallswinkel < auf den Spiegel trifft, so
wird es durch die Reflexion immer und nur dann in das Inter-
vall (v,dv) eintreten, wenn

270038')

und  dv = dy, (1 + M)

v=19 (l +
Diese Beziehungen ergeben sich, wenn man in die Gleichungen (83)
und (86) an die Stelle von » und %', der Schwingungszahlen
vor der Reflexion und nach der Reflexion, beziehungsweise v,
und » setat.

Die Energie, welche dieses Strahlenbiindel wihrend der
Zeit d¢ in das Intervall (v, d4) hineinbringt, ergibt sich aus (89),
wenn man darin ebenfalls », an die Stelle von v setzt, zu:

2R, do cos & dQ dv, (1 + 2"2""’) 0t=28, docosddQdv ot.

Nun ist:
iR
@r,=ﬁv +('”1 ""V)' P +...,

wobei wir voraussetzen, daB ay endlich ist. Also bis auf upn-

endlich kleine GroBen hoherer Ordnung:
R =8, — 2vpcosd aﬁ

¢ ar
Dadurch wird die gesuchte Energie:

2do (8, — 222202 L2 ) gin § cos 9 48 dg av 31,

und durch Integration dieses Ausdrucks iiber dg, ¢ und &, wie
oben, ergibt sich die gesamte Strahlungsenergie, welche wihrend
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der Zeit 0¢ in das Schwingungszahlintervall (v, d») neu eintritt:

4 vo OR
93) 2"’”(“’"?7797)""’ ot.

§ 82. Die Differenz der Ausdriicke (93) und (92) ergibt die

gesamte Anderung (90), also:

8n ro OR )

" oder nach (24):
1 du
-_— —3*F'IJ’D Ty—ﬁt = 3(Vu)

oder endlich, da Fv d¢ gleich ist der Abnahme des Volumens V:

94) %yg—:aV=a(Vu)=u6V+ Vou,
woraus folgt:

vy du 114
(95) du= (55 —u)- %

Diese Gleichung ergibt die bei einer unendlich langsamen adiaba-
tischen Kompression der Strahlung eintretende Anderung der
riumlichen Energiedichte irgend einer bestimmten Schwingungs-
zahl ». Sie gilt fibrigens, wie die Art ihrer Ableitung zeigt,
nicht allein fiir schwarze Strahlung, sondern fiir eine Strahlung
von anfinglich ganz beliebiger Energieverteilung.

Da die wihrend der Zeit ¢ im Strahlungszustand ein-
tretenden Anderungen der unendlich kleinen Geschwindigkeit o
proportional sind und mit deren Vorzeichen sich umkehren, so
gilt die Gleichung fiir jedes Vorzeichen von 07, der Vorgang
ist also reversibel 4

§ 83. Bevor wir zur allgemeinen Integration der Glei-
chung (95) schreiten, wollen wir sie einer naheliegenden Priifung
unterziehen. Nach dem Energieprinzip muB n#mlich die bei
der adiabatischen Kompression eintretende Anderung der ge-
samten Strahlungsenergie:

U=V-u=V-6fuda/

gleich sein der bei der Kompression von auBen gegen den
Strahlungsdruck geleisteten Arbeit:

u sV
(96) —pﬁV:—?§V=—T6fudv.
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Nun ergibt sich mit Benutzung von (94) fir die Anderung der -
Gesamtenergie:

@

~ 3V du
0oU= |dv.d(Vu)=——-|v5—dv
J )

oder durch partielle Integration:
3V ©
0U= —5—' (['”u:‘l’ —‘fu d’l’}
0

und dieser Ausdruck ist in der Tat mit (96) identisch, da das
Produkt »u sowohl fir » =0 als auch fiir ¥ = 0o verschwindet.
Letzteres konnte einen Augenblick zweifelhaft erscheinen; man
ersieht aber leicht, daB, wenn vu fiir v = 0o einen von Null
verschiedenen Wert annihme, dann das Integral von u nach v,
von O bis oo genommen, keinen endlichen Wert besitzen konnte,
was doch sicher der Fall ist.

§ 84. Wir haben schon oben in § 79 hervorgehoben, daB u
als Funktion zweier unabhiingiger Variabeln anzusehen ist; von
denen wir als erste die Schwingungszahl », als zweite die Zeit ¢
genommen haben. Da nun die Zeit ¢ in der Gleichung (95)
explicite gar nicht vorkommt, so ist es sachgemiBer, als zweite
unabhiingige Variable statt ¢ direkt das Volumen ¥ einzufiihren,
welches ja von ¢ allein abhiingig ist. Dann schreibt sich die
Gleichung (95) folgendermaBen als partielle Differentialgleichung:

v
pbuy ¥ouw 97)

aus welcher 1, wenn es fiir ein bestimmtes 7 als Funktion von »
bekannt ist, fiir alle anderen Werte von ¥ als Funktion von »
berechnet werden kann. Das allgemeine Integral dieser Differential-
gleichung lautet, wie man sich leicht durch nachtriigliche Sub-
stitution tiberzeugen kann:

n=7 @), (98)

wobei ¢ eine beliebige Funktion eines einzigen Arguments »*V
bedeutet. Statt dessen kann man auch schreiben, indem man
13V.p(»37) statt ¢ (»3V) einsetat:

u=1»p@7). 99)

PLANCK, Wirmestrahlung. 6
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Jede der beiden letzten Gleichungen ist der allgemeine Aus-
druck des Wienschen Verschiebungsgesetzes.

Wenn also fiir ein bestimmtes gegebenes Volumen ¥V die
spektrale Energieverteilung, d. h. u als Funktion von », bekannt
ist, so 14Bt sich daraus die Abbingigkeit der Funktion ¢ von
ihrem Argument ableiten, und dadurch ergibt sich dann un-
. mittelbar die Energieverteilung fiir jedes beliebige andere
Volumen ¥, in welches die den Hohlzylinder erfilllende Strah-
lung durch einen reversibeln adiabatischen ProzeB gebracht wird.

§ 86, Nun fithren wir, zu dem Gedankengang des § 73
zuriickkebrend, die Voraussetzung ein, daB am Anfang die
spektrale Energieverteilung die normale, der schwarzen Strah-
lung entsprechende ist. Dann behdlt nach dem damals be-
wiesenen Satze die Strahlung bei der reversibeln adiabatischen
Volumenénderung diese Eigenschaft unverindert bei, und es
gelten fiir den ProzeB alle in § 68 abgeleiteten GesetzmiBig-
keiten. Die Strahlung besitzt also dann in jedem Zustand eine
bestimmte Temperatur 7, welche mit dem Volumen ¥V durch die
dort abgeleitete Gleichung:

(100) T3. ¥V = const

zusammenhingt. Daher kann man nun die Gleichung (99) auch
so schreiben:

mol)
oder auch: u=1¢ (g) .

Ist also fiir eine einzige Temperatur die spektrale Energie-
verteilung der schwarzen Strahlung, d. h. u als Funktion von »,
bekannt, so ergibt sich daraus die Abhingigkeit der Funktion ¢
von ihrem Argument, und dadurch die spektrale Energieverteilung
fiir jede andere Temperatur.

Nimmt man noch den ih § 47 bewiesenen Satz hinzu, daB
bei der schwarzen Strahlung einer bestimmten Temperatur das
Produkt ugq® fiir alle Medien den nimlichen Wert hat, so kann
man auch schreiben:

(101) ‘ = ’—"F(ﬂ),

fod v

wo nun die Funktion F die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht
mehr enthilt.
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§ 86, Fir die gesamte riumliche Strahlungsdichte der
schwarzen Strahlung im Vakuum ergibt sich:

u=fu dw=7fv3F(7)dv
0 0
oder, wenn man statt » die GroBe % = z als Integrationsvariable

einfiihrt:
= f F(a:) dz

Setzt man die absolute Konstante:

f F(x) da

80 kehrt man damit zu der in Gleichung (75) ausgesprochenen
Form des StErAN-BorLrzManNschen Strahlungsgesetzes zuriick.

§8%7. Eine anschauliche Fassung gewinnt die Gleichung (101),
wenn man sie in folgender Form schreibt:

L1 (%') dv=1 (102)

und bedenkt, daB der Ausdruck links die in dem XKubus
einer Wellenliinge 4 enthaltene Strahlungsenergie zwischen den
Schwingungszahlen » und » 4 dv darstellt, die wir voriibergehend
mit 7 bezeichnen wollen. Wenn nun durch reversible adiabatische
Kompression,_ die Strahlung auf die hohere Temperatur T° iiber-
geht, so ist fiir ein beliebiges anderes, von ' bis v’ 4 dv’ reichen-
des Spektralgebiet:

, AP v

7 = F( y,)dw ‘ (103)

Setzen wir nun v = _7,'1; v (104)
und entsprechend: dv' = _71';9,;,

d. h. fassen wir im zweiten Zustand solche Schwingungszahlen »’
ins Auge, die sich im Verh#ltnis der Temperaturen von den
urspriinglichen Schwingungszahlen » unterscheiden, so ergibt sich
durch Division von (103) und (102):

(105
6*
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Ferner durch Beriicksichtigung der Bedeutung von #:
' wWiu=173:78
und: wdy iudv = T'4: T4,
Man kann also folgende Sitze aussprechen. Das Spektrum der
schwarzen Strahlung verindert sich beim Ubergang von der
Temperatur 7 zu einer hoheren Temperatur 7" derartig, als ob
alle Schwingungszahlen » sich im Verhiltnis der Temperaturen 7’
und T vergroBern, und dabei die im Kubus einer Wellenlinge A
enthaltene KEnergie # der Strahlung eines unendlich kleinen
Spektralbezirks sich ebenfalls in demselben Verhiltnis vergrioBert.
Die monochromatische Strahlungsdichte u vergréBert sich dann
im Verhiltnis der dritten Potenz, und die Strahlungsdichte ud»
eines unendlich kleinen Spektralbezirks im Verhiltnis der vierten
Potenz der Temperaturen. Fiir die gesamte riumliche Strahlungs-
dichte %, als der Summe der Strahlungsdichten aller Spektral-
bezirke, ergibt sich dann wieder das StEraN-BorTzZMANNSche
Gesetz.
Da ferner nach (104) und (100):

AV sV

S
so wird bei dieser Verinderung die im ganzen Volumen ¥ der
Strahlung enthaltene Anzahl von Wellenkuben einer jeden
Schwingungszahl durch die Kompression nicht geiindert.

Diese Sitze haben natiirlich nur zusammenfassende Be-
deutung; denn wie wir oben gesehen haben, verindern sich in
Wirklichkeit bei der adiabatischen Kompression die Schwingungs-
zahlen v der einzelnen Strahlen durchaus nicht alle, sondern nur
insofern sie wihrend der Kompression an dem bewegten Kolben
reflektiert werden, und dann auch nicht gleichmiBig, sondern je
nach der GroBe des Einfallswinkels in verschiedener Weise.

§ 88. Wie fiir die rdumliche Strahlungsdichte u, so 14Bt
sich das Wiensche Verschiebungsgesetz auch fiir die spezifische
Strahlungsintensitit ®, eines geradlinig polarisierten monochro-
matischen Strahles bei der schwarzen Strahlung aussprechen,
und lautet nach (24) in dieser Form:

(106) !, = —:;F(E)

14

’

Bezieht man die Strahlungsintensitat, wie es in der Experimental-
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physik meistens geschieht, statt auf Schwingungszahlen », auf die
Wellenliinge A, setzt also nach (16):
c R,
E;_ = '—l’— ?
so nimmt die letzte Gleichung die Form an: ‘
2 AT
B =% F(XD). (107)

Diese Form des Wienschen Verschiebungsgesetzes hat meistens
den Ausgangspunkt zur experimentellen Priifung gebildet, welche
in allen Fillen zu einer merklichen Bestitigung des Gesetzes
gefithrt hat.! .

§ 89. Da E, sowohl fir A =0 als auch fiir A = oo ver-
schwindet, so besitzt E; in bezug auf A ein Maximum, welches
sich aus der Gleichung ergibt:

dE, 5 (AT\ 1 T (AT

=== () + 5 ()
wobei ¥ den Differentialquotienten von F nach seinem Argument
bedeutet. Oder:

ic—TF(icﬂ) —5 F(‘TT) =0. (108)

Diese Gleichung ergibt fiir das Argument icg einen ganz be-

stimmten Wert, so daB fiir die Wellenliinge 4, des Maximums
der Strahlungsintensitit E, die Beziehung gilt:

A, T=b. (109)

Das Strahlungsmaximum verschiebt sich also bei Erhohung der
Temperatur nach der Seite der kiirzeren Wellenlingen.

Der Zahlenwert der Konstante » ist von Lummer und
PriNgsHEIM 2 gemessen worden zu:

b= 0,294 cm-grad. (110)

PascHEN?® hat einen etwas kleineren Wert gefunden, etwa 0,292.

1 F. PascreN, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. Berlin, p. 405 u. 959,
1899. O. Lummer und E. PrivasaeiM, Verhandlungen der Deutschen Physi-
kalischen Gesellschaft 1, p. 28 u. 215, 1899. Dzrupes Ann. 6, p. 192, 1901.

* 0. Lumer und E. PriNasuemy, a. a. O.

3 F. PascreN, Drupes Ann. 8, p. 657, 1901.
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Es sei hier iibrigens noch einmal ausdriicklich darauf hin-
gewiesen, daB nach § 19 das Maximum von E; keineswegs auf
dieselbe Stelle im Spektram fallt wie das Maximum von ®,, und
daB daher die Bedeutung der Konstante b wesentlich mit dadurch
bedingt ist, daB die Intensitit der monochromatischen Strahlung
auf Wellenlingen und nicht auf Schwingungszahlen bezogen wird.

§ 90. Auch der Betrag des Maximums von E; ergibt sich
aus (107), wenn man darin A = A, einsetzt. Dann erhilt man
unter Beriicksichtigung von (109):

(111) Epax = const. 75,

d. h. der Betrag des Strahlungsmaximums im Spektrum der
schwarzen Strahlung ist proportional der fiinften Potenz der
absoluten Temperatur.

Wiirde man die Intensitit der monochromatischen Strahlung
nicht durch E;, sondern durch ®, messen, so erhielte man fiir
den Betrag des Strahlungsmaximums ein ganz anderes Gesetz,
namlich:

(112) Rnax = const. T3,

Viertes Kapitel. Strahlung von beliebiger spektraler
Energieverteilung. Entropie und Temperatur monochromatischer
Strahlung.

§ 91. Wir hatten das Wiensche Verschiebungsgesetz bisher
nur auf den Fall der schwarzen Strahlung angewendet; dasselbe
besitzt aber eine noch viel allgemeinere Bedeutung. Denn die
Gleichung (95) gibt, wie schon dort bemerkt wurde, fiir jede
beliebige anfiingliche spektrale Verteilung der im evakuierten
Hohlraum befindlichen nach allen Richtungen glelchmaﬂlgen
Energiestrahlung die Anderung dieser Energieverteilung bei einer
reversibeln adiabatischen Anderung des Gesamtvolumens. Jeder
durch einen derartigen ProzeB herbeigefithrte Strahlungszustand
ist vollkommen stationir und kann unbegrenzte Zeiten lang
fortbestehen, allerdings nur unter der Bedingung, daB keine
Spur emittierender und absorbierender Substanz in dem Strah-
lungsraum vorhanden ist. Denn sonst wiirde sich nach § 51
durch den auslésenden EinfluB der Substanz mit der Zeit die
Energieverteilung auf irreversible Weise, d. h. unter Vermehrung
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der Glesamtentropie, in die stabile, der schwarzen Strahlung
entsprechende Verteilung verwandeln.

Der Unterschied dieses allgemeineren Falles gegen den im
vorigen Kapitel behandelten speziellen ist der, daB man hier nicht
mehr, wie bei der schwarzen Strahlung, von einer bestimmten
Temperatur der Strahlung reden kann. Wohl aber besitzt, da
der zweite Hauptsatz der Thermodynamik als allgemein giiltig
vorausgesetzt wird, die Strahlung, wie tiberhaupt jedes in einem
bestimmten Zustand befindliche physikalische System, eine be-
stimmte Entropie S = ¥V .s, und diese Entropie setzt sich, da
die einzelnen Strahlengattungen unabh#ngig voneinander sind,
durch Addition aus den Entropien der monochromatischen Strah-
lungen zusammen, also:

<] . @
s=|8dv, S=V-|8dv, (118)
J J

wobei 8 dv die Entropie der in der Volumeneinheit enthaltenen
Strahlung zwischen den Schwingungszahlen » und » 4 dv be-
zeichnet. 3 ist eine bestimmte Funktion der beiden unabhéngigen
Veriabeln » und u, und wird im folgenden stets als solche be-
handelt werden.

§ 93. Wiirde der analytische Ausdruck der Funktion 3
bekannt sein, so konnte man daraus unmittelbar das Gesetz
der Energieverteilung im Normalspektrum ableiten; denn unter
allen spektralen Energieverteilungen ist ja die normale, oder
die der schwarzen Strahlung, dadurch ausgezeichnet, daB sie das
Maximum der Strahlungsentropie S aufweist.

Nehmen wir also einmal 8 als bekannte Funktion von »
und u an, so ergibt sich als Bedingung der schwarzen Strahlung:

58=0 (114)

fiir alle beliebigen Variationen der Energieverteilung, welche
bei konstantem Gesamtvolumen ¥ und konstanter Gesamtenergie U
der Strahlung mdglich sind. Die Variation der Energieverteilung
denken wir uns dadurch charakterisiert, daf die Energie u jeder
einzelnen bestimmten Schwingungszahl » eine unendlich kleine
Anderung ou erleidet. Dann haben wir als feste Bedingungen:

§V=0 ud [ou-dv=0. (115)
0
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Die Anderungen d und ¢ sind natfrlich ganz unabhingig von-
einander.
Nun ist nach (114) und (118), da d7 =0:

J&G'd'v=0

oder, da » unvariiert bleibt:

fag ou-dv =0

und die Griltigkeit dieser Glelchung fir alle beliebigen Werte
von Ju erfordert mit Riicksicht auf (115), daB

(116) 28 — const

fir alle verschiedenen Schwingungszahlen. Diese Gleichung
spricht das Gesetz der Energieverteilung bei der schwarzen
Strahlung aus.

§ 93. Die Konstante der Gleichung (116) steht in einfachem
Zusammenhang mit der Temperatur der schwarzen Strahlung.
Denn wenn die schwarze Strahlung bei konstantem Volumen 7
durch Zuleitung einer gewissen Wirmemenge eine unendlich
kleine Energieinderung o U erfihrt, so ist nach (73) die Ande-
rung ihrer Entropie:

oU
JS = T .
Nun ist aber nach (118) und (116):
98 38 o [
0S=V | dudv= —V Judv—— U,
Ofau ou Bf
folglich ist:
08 1
(117 B -

und die obige GriBe, welche bei der schwarzen Strahlung als
fir alle Schwingungszahlen gleich gefunden wurde, erweist sich
als die reziproke Temperatur der schwarzen Strahlung.

Durch diesen Satz erhilt der Begriff der Temperatur eine
Bedeutung auch fir Strahlungen von ganz beliebiger Energie-
verteilung. Denn da 3 nur von u und » abhiingt, so besitzt
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eine nach allen Richtungen gleichm#Bige monochro-
matische Strahlung, welche eine bestimmte Energie-
dichte u hat, auch eine ganz bestimmte, durch (117)
gegebene Temperatur, und unter allen denkbaren
Energieverteilungen ist die normale dadurch charakte-
risiert, daB die Strahlungen aller Schwingungszahlen
die ndmliche Temperatur haben.

Jede Anderung der Energieverteilung besteht in einem
Energieiibergang von einer monochromatischen Strahlung auf
eine andere, und je nachdem die Temperatur der ersten oder
die der zweiten Strahlung hoher ist, bedingt der Energie-
iibergang eine Vermehrung oder eine Verminderung der Gesamt-
entropie, ist also in der Natar ohne Kompensation moglich
oder nicht ohne Kompensation méglich, gerade wie das bei
dem Wirmeiibergang zwischen zwei verschieden temperierten
Korpern zutrifft.

§ 94. Wir wollen nun sehen, was das Wiensche Ver-
schiebungsgesetz fiber die Abhiingigkeit der GriBe 3 von den
Variabeln u und » aussagt. Aus der Gleichung (101) folgt,
wenn man sie nach T auflost und dafiir den in (117) gegebenen .
Wert einsetzt:

L=%p(0*’_u) =928 (118)

wo F wieder eine gewisse Funktion eines einzigen Arguments
darstellt, deren Konstante die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢
nicht enthalten. Nach dem Argument integriert ergibt dies bei
analoger Bezeichnung:
»? cu

§=7‘F(—;,—)- (119)
In dieser Form besitzt das Wiensche Verschiebungsgesetz fiir
jede monochromatische Strahlung einzeln, und dadurch auch
fir Strahlungen von beliebiger Energieverteilung, Bedeutung.

§ 95. Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
muB die Gesamtentropie einer Strablung von ganz beliebiger
Energieverteilung bei reversibler adiabatischer Kompression kon-
stant bleiben. Den direkten Nachweis dieses Satzes konnen wir
jetzt in der Tat auf Grund der Gleichung (119) fithren. Es ist
namlich fir einen solchen Vorgang nach Gleichung (113):
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68=fdv(l7§§+8517)
0

(120) =(fu(v§§au+wv).

Hier ist 8, wie stets, als Funktion von u und » zu betrachten.

Nun gilt fiir eine reversible adiabatische Zustandsinderung
die Beziehung (95), aus welcher wir den Wert von Ju ent-
nehmen, so daB sich ergibt:

88 = §Vfd{ (3:“ )+§}~

Dabei bezieht sich der Dlﬂ'erentxalquotient von u nach » auf die

in beliebiger Weise von vornherein gegebene spektrale Energie-

verteilung der Strahlung, er ist daher, im Gegensatz zu den

partiellen Differentialquotienten, mit dem Buchstaben d bezeichnet.
Nun ist das vollstindige Differential:

dg _d8du
dr = dudr "‘ay

folglich, durch Substitution:
d3 038 03
(121) 68_6Vfd Iz (E a—y)‘“a_u"‘?’}‘

Aus (leichung (119) folgt aber durch Differentiation:
a8 _ ctu a8 2 ccu 3u »(cu
SR w3l - e(2)

ou Fr »8

Mithin: gé_zg—?,u

Dies in (121) eingesetzt, ergibt:
58 = o7 [av(3 22+ 33)
0
14 ©
oder: 08 = —3—-[v§]0 =0,

wie es sein muB. DaB das Produkt »3 auch fir v = co ver-
schwindet, 14Bt sich ebenso wie in § 83 bei dem Produkte »u
beweisen.

§ 96. Mittels der Gleichung (119) kann man den Gesetzen
der reversibeln adiabatischen Kompression eine anschaulische
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Fassung geben, welche die Verallgemeinerung der in § 87 fiir
die schwarze Strahlung ausgesprochenen Sitze auf eine Strahlung
von beliebiger Energieverteilung bildet. Zu diesem Zwecke
fihren wir wieder die in dem Kubus einer Wellenlinge A ent-
haltene Strahlungsenergie zwischen den Schwingungszahlen »
und » 4 dv ein:

uct
S =

ferner die entsprechende Strahlungsentropie: (122)
g 3
T‘:— dv=o0,

endlich die in dem ganzen Strahlungsvolumen V enthaltene
Anzahl von Wellenlingenkuben:

Ve N, 4 123
(123)

08

Wenn nun die Strahlung, deren Energieverteilung eine ganz be-
liebige sein mag, durch reversible adiabatische Kompression auf
ein kleineres Volumen V' gebracht wird, so ist fiir ein beliebiges
anderes Intervall von Schwingungszahlen ' und v’ 4 dv”:

=224, o=22av, (124)
, V'y's
| N=— (125)
Setzt man nun N = N’, also nach (123) und (125):
Vevd=V'yp'8

und dementsprechend fiir die beiden Intervalle dv und dv’:
Vv2dy =V'v'2dv’

oder durch Division:

dv’

yli

b

Il

so ergibt stch zunichst aus (99):
u

u
78 T .8

»8

v
folglich, nach (122) und (124):

”—'= ﬂ =:,_’_ und 0"= 0', . (126)

da nach (119): o
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Daher kann man sagen: die reversible adiabatische Kompression
einer Strahlung von beliebiger Energieverteilung erfolgt ebenso,
als ob die Schwingungszahlen » der einzelnen Farben sich in
der Weise verindern, daB fiir jede Farbe die Anzahl der im
ganzen Volumen enthaltenen Wellenlingenkuben bei der Kom-
pression ungedndert bleibt. Die in einem solchen Kubus ent-
haltene monochromatische Strahlungsenergie n wichst dann pro-
portional der Schwingungszahl », und ebenso wichst nach (118)
die Temperatur 7 der betreffenden Strahlung, wihrend dagegen
die Entropie derselben o konstant bleibt. Hiermit ist zugleich
wiederum der Beweis geliefert, daB die Gesamtentropie der
Strahlung, als die Summe der Entropien aller darin enthaltenen
monochromatischen Strahlungen, konstant bleibt.

§ 97. Wir konnen noch einen Schritt weiter gehen, und
von der Entropie 8 und der Temperatur T einer nach allen
Richtungen gleichmiBigen unpolarisierten monochromatischen
Strahlung auf die Entropie und die Temperatur eines einzelnen
geradlinig polarisierten monochromatischen Strahlenbiindels
schlieBen. DaB auch jedem einzelnen Strahlenbiindel eine be-
stimmte Entropie zukommt, folgt nach dem zweiten Hauptsatz
der Thermodynamik schon aus dem Phinomen der Emission.
Denn da durch den Akt der Emission Korperwiirme in Strahlungs-
wiarme verwandelt wird, so nimmt hierbei die Entropie des
emittierenden Korpers ab, und dafiir muB nach dem Satz der
Vermehrung der Gesamtentropie als Kompensation eine andere
Form der Entropie auftreten, welche durch nichts anderes be-
dingt sein kann als durch die Energie der emittierten Strahlung.
Jedes einzelne geradlinig polarisierte monochromatische Strahlen-
biindel besitzt also seine bestimmte Entropie, die nur von seiner
Energie und seiner Schwingungszahl abhingen kann, und sich
mit ihm im Raume fortpflanzt und ausbreitet. Dadurch er-
halten wir den Begriff der Entropiestrahlung, welche ganz
analog der Energiestrahlung gemessen wird durch den Betrag
der Entropie, die in der Zeiteinheit in einer bestimmten Richtung
durch die Flicheneinheit hindurchgeht. Es gelten daher fiir
die Entropiestrahlung genau dieselben Betrachtungen, wie die,
welche wir vom § 14 an fir die Energiestrahlung angestellt
haben, indem jedes Strahlenbiindel auBer seiner Energie auch
seine Entropie besitzt und befoérdert. Wir wollen, unter Hinweis
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auf die dortigen Ausfithrungen, hier nur die wichtigsten Sitze
fir den spiteren Gebrauch zusammenstellen.

§ 98. In einem von beliebiger Strahlung erfiillten Raume
ist die Entropie, welche in der Zeit d¢ durch ein Flichen-
element do in der Richtung des Elementarkegels d 2 hindurch-
gestrahlt wird, gleich einem Ausdruck von der Form:

dtdocos 3 dQ2+L = Lsind cos? dd de do dt. (127)

Die positive GroBe L nennen wir die ,spezifische Intensitit der
Entropiestrahlung® am Orte des Flichenelements do in der
Richtung des Offnungswinkels 4. L ist im allgemeinen eine
Funktion des Ortes, der Zeit und der Richtung.

Die Gesamtstrahlung der Entropie durch das Flichen-
element do nach einer Seite, etwa derjenigen, fiir welche der
Winkel & ein spitzer ist, ergibt sich durch Integration iiber ¢

von O bis 2&, und iiber J von 0O bis % zu:

27 7[2

dodt-| dep- | dS Lsind cosd.
o

Ist die Strahlung nach allen Richtungen gleichm#Big, also L
konstant, so ist die Entropiestrahlung durch d¢ nach einer Seite:

x L do dt. (128)

Die spezifische Intensitit L der Entropiestrahlung nach jeder
Richtung zerfillt weiter in die Intensititen der einzelnen, den
verschiedenen Gebieten des Spektrums angehérigen Strahlen, die
sich unabhiingig voneinander fortpflanzen. Endlich ist bei einem
Strahle von bestimmter Farbe und Intensitit noch die Art seiner
Polarisation charakteristisch. ~Wenn ein monochromatischer
Strahl von der Schwingungszahl v aus zwei voneinander unab-
hiingigen?!, senkrecht aufeinander polarisierten Komponenten mit
den Intensititen ®, und {,’, den ,,Hauptintensititen« der Energie-

1) ,,unabhéingig” im Sinne von ,inkohirent“. Ist z. B. der Strahl mit
den Hauptintensititen  und &’ elliptisch polarisiert, so ist seine Entropie
nicht gleich & + &', sondern gleich der Entropie eines geradlinig polari-
sierten Strahls von der Intensitit ® + ®’. Denn ein elliptisch polarisierter
Strahl 148t sich ohne weiteres in einen geradlinig polarisierten verwandeln
und umgekehrt, z. B. mittels totaler Reflexion.
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strahlung (§ 17) besteht, so ist die spezifische Intemsitit der
Entropiestrahlung aller Schwingungszahlen von der Form:

(129) L=[dv(® +8).
J

Hierbei sind die positiven GréBen €, und £,, die ,Haupt-
intensititen* der Entropiestrahlung von der Schwingungszahl ,
durch die Werte von ®, und &, bestimmt. Durch Substitution
in (127) erhilt man hieraus fir die Entropie, welche in der
Zeit d¢ durch das Flichenelement do in der Richtung des
Elementarkegels d 2 hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck

dt do cos de dv(Q, + &)
0

und fiir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung:
(130) dt do cos? dR &, dv = &, dv-sind cosd d& dep do dt.
Fiir unpolarisierte Strahlen ist 8, = &,, und aus (129) wird:

L=26f53,.dv.

Bei gleichméBiger Strahlung nach allen Richtungen ergibt sich
dann fiir die gesamte Entropiestrahlung nach einer Seite, ge-
mif (128)

2n do dt- | Q, dv.
J

§99. Aus der Intensitit der fortschreitenden Entropie-
strahlung ergibt sich auch der Ausdruck fir die rdumliche
Dichte der Strahlungsentropie, ganz ebenso wie die riumliche
Dichte der Strahlungsenergie aus der Intensitit der fort-
schreitenden Energiestrahlung folgt. (Vgl. § 22.) Es ist nam-
lich, analog der Gleichung (20), die riumliche Dichte s der
Strahlungsentropie im Vakuum in irgendeinem Punkte:

1
(131) s=?fL iQ,

wobei die Integration iiber die von dem Punkte nach allen
Richtungen des Raumes ausgehenden Elementarkegel zu er-
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strecken ist. Fiir gleichm#Bige Strahlung ist L konstant, und

man erhilt:
4n L

c

Durch spektrale Zerlegung der GréBe L nach der Gleichung (129)
ergibt sich aus (181) auch die riumliche Dichte der mono-
chromatischen Strahlungsentropie:

§=—2—f(2+537-d9

und fiir unpolarisierte und nach allen Richtungen gleichmiBige
Strahlung:

(132)

5= 828 (183)

c

§ 100. Uber die Art der Abhingigkeit der Entropie-
strahlung & von der Energiestrahlung ® gibt das Wiensche Ver-
schiebungsgesetz in der Form (119) sogleich Auskunft. Es folgt
némlich daraus mit Beriicksichtigung von (133) und (24):

s
8- 2 r(2F) (184)
und ferner, mit Beriicksichtigung von (118):
(Y 1
- (185)
Daher auch:
r=»5(28), s
3 T
oder: Q= _ZTF(T) : (187)

Diese Beziehungen sind zwar, wie die Gleichungen (118)
und (119), zunéchst nur fir unpolarisierte und nach allen Rich-
tungen gleichm#Bige Strahlung abgeleitet, sie besitzen aber auch
im Falle beliebiger Strahlung allgemeine Giiltigkeit fiir jeden
einzelnen geradlinig polarisierten Strahl. Denn da sich die
einzelnen Strahlen ginzlich unabhingig voneinander verhalten und
fortpflanzen, so kann die Intensitit & der Entropiestrahlung eines
Strahles auch nur von der Intensitit der Energiestrahlung ®
des n#mlichen Strahles abhingen. Jeder einzelne monochro-
matische Strahl besitzt also auBer seiner Energie auch seine
durch (184) bestimmte Entropie und seine durch (136) bestimmte
Temperatur.
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§ 101. Die hier vorgenommene Erweiterung des Begriffs
der Temperatur auf einen einzelnen monochromatischen Strahl
bringt es mit sich, daB in einem von beliebigen Strahlen durch-
setzten Medium an einer und derselben Stelle des Mediums im
allgemeinen unendlich viele verschiedene Temperaturen bestehen,
indem jeder einzelne Strahl, der diese Stelle trifft, seine be-
sondere Temperatur besitzt, ja daB sogar die in der né#mlichen
Richtung fortschreitenden verschieden gefirbten Strahlen je nach
der spektralen Energieverteilung verschiedene Temperaturen auf-
weisen. Zu allen diesen Temperaturen kommt schlieBlich noch
die Temperatur des Mediums selber, welche auch ihrerseits von
vornherein ganz unabhiingig von der Temperatur der Strahlung ist.
Diese Kompliziertheit der Betrachtungsweise liegt aber ganz in
der Natur der Sache, und entspricht der Kompliziertheit der
physikalischen Vorginge in einem solcherweise durchstrahlten
Medium. Nur im Falle des stabilen thermodynamischen Gleich-
gewichts gibt es nur eine einzige Temperatur, die dann dem
Medium selber und allen dasselbe durchkreuzenden Strahlen
verschiedener Richtung und verschiedener Farbe gemeinsam ist.

Auch in der praktischen Physik hat sich die Notwendigkeit,
den Begriff der Strahlungstemperatur von dem der Korper-
temperatur zu trennen, schon seit lingerer Zeit geltend gemacht.
So hat man es fiir vorteilhaft gefunden, neben der wirklichen
Temperatur der Sonne von einer ,scheinbaren® oder ,Effektive-
temperatur der Sonne zu sprechen, d.h. von derjenigen Tem-
peratur, welche die Sonne haben miiBte, um der Erde die tat-
sichlich zu beobachtende Wirmestrahlung zuzusenden, wenn sie
wie ein schwarzer Korper strahlen wiirde. Die scheinbare Tem-
peratur der Sonne ist nun offenbar nichts anderes als die wirk-
liche Temperatur der Sonnenstrahlen?!, sie hingt lediglich ab
von der Beschaffenheit der Strahlen, ist also eine Eigenschaft der
Strahlen und nicht eine Eigenschaft der Sonne. Daher wire es wohl
nicht nur bequemer, sondern auch exakter, diese Bezeichnung
auch direkt anzuwenden, statt von einer doch nur fingierten
und nur durch Einfiihrung einer in Wirklichkeit unzutreffenden
Voraussetzung verstindlichen Temperatur der Sonne zu reden.

! im Durchschnitt genommen, da die Sonnenstrahlen verschiedener
Farbe nicht, genan die niimliche Temperatur besitzen.
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In neuerer Zeit haben Helligkeitsmessungen an mono-
chromatischem Licht L. HorBorN und F. KurLBaum! zu der
Einfihrung des Begriffs der ,schwarzen Temperatur einer
strahlenden Oberfliche gefiihrt. Die schwarze Temperatur einer
strahlenden Oberfliche wird gemessen durch die Helligkeit der
Strahlen, welche sie emittiert, sie ist im allgemeinen fiir jedep
einzelnen Strahl von bestimmter Farbe, Richtung und Polarisation,
den die Oberfliche emittiert, eine besondere, und stellt eben
einfach die Temperatur dieses Strahles dar. Statt der unendlich
vielen ,schwarzen“ Temperaturen der emittierenden Oberfliche
haben wir hier also eine ganz bestimmte wirkliche Temperatur
eines jeden emittierten Strahles, welche durch seine Helligkeit
(spezifische Intensitit) ® und durch seine Schwingungszahl » nach
Gleichung (136) gegeben ist, ohne jede Riicksicht auf seine Ab-
stammung und auf seine Vorgeschichte. Die numerisch be-
stimmte Form dieser Gleichung wird unten im § 162 angegeben
werden. Da ein schwarzer Korper das maximale Emissions-
vermodgen besitzt, so kann die Temperatur eines emittierten
Strahles niemals hoher sein als die des emittierenden Korpers.

§ 102. Machen wir noch eine einfache Anwendung der
zuletzt gewonnenen Sitze auf den speziellen Fall der schwarzen
Strahlung. Fiir diese ist nach (81) die gesamte riumliche
Entropiedichte:

s=3aTo (138)
Also nach (132) die spezifische Intensitit der gesamten Entropie-
strahlung nach irgend einer Richtung:

L= aT® (189)
und die gesamte Entropiestrahlung durch ein Flichenelement d ¢
nach einer Seite, gem#B (128):

+aT%do dt. ‘ (140)
Wir wollen jetzt als spezielles Beispiel die beiden Hauptsitze
der Thermodynamik anwenden auf den Fall, daB die Oberfliche

eines schwarzen Korpers von der Temperatur 7 allseitig getroffen
wird von schwarzer Strahlung der Temperatur 7°. Dann emittiert

1 L.HoreorN und F. KurLsaux, Drupes Ann. 10, p. 229, 1903.
PLANCK, Wirmestrahlung. 7
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der schwarze Korper pro Flicheneinheit und Zeiteinheit nach
(7) und (76) die Energie:
AnK=22714
4

und nach (140) die Entropie:

ac g
3T.

Dagegen absorbiert er die Energie: % T’ und die Entropie:

ac ’

e T3,
Nach dem ersten Hauptsatz ist also die dem Korper im ganzen
zugefithrte Wiirme, positiv oder negativ, je machdem 7" groBer
oder kleiner als T ist:

—_8C e _ 8C pa_ BC s __ 4
Q=""r o= S (T - T,

und nach dem zweiten Hauptsatz ist die Anderung der Gesamt-
entropie positiv oder Null. Nun #ndert sich die Entropie des

Kérpers um %, die Entropie der Strahlung im Vakuum da-

gegen um:

S (1% = 7).

Folglich ist die Anderung der Gesamtentropie des betrachteten
Systems pro Zeiteinheit und Flicheneinheit:

ac T*-T¢ ac

<71 tw
Diese Beziehung ist in der Tat fiir alle Werte von 7 und 7°
erfilllt. Denn der Minimalwert des Ausdrucks auf der linken
Seite ist Null; derselbe wird erreicht fir 7= 7. Dann ist der
Vorgang reversibel. Sobald aber 7 von 7" verschieden ist, haben
wir merkliche Entropievermehrung, der ProzeB ist also irreversibel.
Im besonderen ergibt sich fir 7= 0 die Entropievermehrung
gleich oo, d. h. die Absorption von Wirmestrahlung durch einen
schwarzen Koérper von der absoluten Temperatur Null ist mit
unendlich groBer Entropievermehrung verkniipft, kann also durch
keine endliche Kompensation riickgingig gemacht werden. Da-

gegen ist fiir 7" = 0 die Entropievermehrung nur gleich -‘—:—26— T3,

(T* — T') =0.

d.h. die Emission eines schwarzen Korpers von der Tempe-
ratur T, ohne gleichzeitige Absorption von Wirmestrahlung ist
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irreversibel, 1dBt sich aber durch eine Kompensation von
mindestens dem angegebenen endlichen Betrage riickgingig
machen. In der Tat: L#Bt man die vom Korper emittierten
Strahlen wieder auf ihn zuriickfallen, etwa durch geeignete
Spiegelung, so wird der Koérper diese Strahlen zwar wieder
absorbieren, aber notwendigerweise gleichzeitig neue Strahlen
emittieren, und hierin liegt die vom zweiten Hauptsatz ge-
forderte Kompensation.

Allgemein kann man sagen: Emission ohne gleichzeitige
Absorption ist irreversibel, wihrend dagegen der umgekehrte
Vorgang: Absorption ohne gleichzeitige Emission, in der Natur
unmdglich ist.

§ 103. Ein weiteres Beispiel der Anwendung der beiden
Hauptsitze der Thermodynamik liefert die oben im § 70 be-
trachtete irreversible Ausdehnung einer urspriinglich schwarzen
Strahlung von dem Volumen ¥ und der Temperatur T auf das
groBere Volumen V’, aber diesmal bei Abwesenheit jeglicher
absorbierenden und emittierenden Substanz. Dann bleibt nicht
nur die Gesamtenergie, sondern auch die Energie jeder einzelnen
Schwingungszahl » erhalten, also, wenn infolge diffuser Reflexion
an den Winden die Strahlung wieder nach allen Richtungen
gleichférmig geworden ist: u, V= u,” 7", und hierdurch ist nach
(118) auch T,/, die Temperatur der monochromatischen Strahlung
von der Schwingungszahl », im Endzustand bestimmt. Die Aus-
fihrung der Berechnung kann allerdings erst mit Hilfe der
spiteren Gleichung (233) erfolgen. Die Gesamtentropie der
Strahlung, d. h. die Summe der Entropien der Strahlungen

aller Schwingungszahlen:
V. f 8, dv
0

muB nach dem zweiten Hauptsatz im Endzustand gréBer sein
als im Anfangszustand. Da 7, fiir die verschiedenen Schwingungs-
zahlen » verschiedene Werte besitzt, so ist die Endstrahlung
nicht mehr schwarz. Daher erhilt man durch nachtriigliche
Einbringung eines Kohlestiubchens in den Hohlraum eine end-
liche Anderung der Energieverteilung, und die Entropie steigt
dabei weiter bis auf den in (82) berechneten Wert S.

7*



Dritter Abschnitt.

Emission und Absorption
elektromagnetischer Wellen durch einen
linearen Oszillator.

Erstes Kapitel.
Einleitung. Schwingungsgleichung eines linearen Oszillators.

§ 104. Das Hauptproblem der Theorie der Warmestrahlung,
dessen Losung in diesem Abschnitt vorbereitet werden soll, ist
die Bestimmung der Energieverteilung in dem von der schwarzen
Strahlung gelieferten Normalspektrum, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Auffindung der im allgemeinen Ausdruck des
‘Wienschen Verschiebungsgesetzes (119) noch unbestimmt ge-
lassenen Funktion 7. Zur Behandlung dieser Aufgabe wird es
notig sein, naher als bisher auf diejenigen Vorginge einzugehen,
welche die Entstehung und die Vernichtung der Wirmestrahlen
bedingen, also auf den Akt der Emission und den der Absorption.
Bei der Kompliziertheit dieser Vorgiinge und der Schwierigkeit,
dariiber irgendwelche bestimmte Einzelheiten in Erfahrung zu
bringen, wire es freilich ginzlich aussichtslos, auf diesem Wege
irgendwelche sichere Resultate zu gewinnen, wenn nicht als zu-
verlissiger Fiihrer in diesem dunkeln Gebiete der im § 51 ab-
geleitete KirommOoFFsche Satz benutzt werden konnte, welcher
besagt, daB ein rings durch spiegelnde Winde abgeschlossenes
Vakuum, in welchem beliebige emittierende und absorbierende
Korper in beliebiger Anordnung verstreut sind, im Laufe der
Zeit den stationiren Zustand der schwarzen Strahlung annimmt,
der vollstindig bestimmt ist durch einen einzigen Parameter:
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die Temperatur, und insbesondere nicht abhéngt von der Anzahl,
der Beschaffenheit und der Anordnung der ponderablen Kérper.
Es ist also zur Untersuchung der Eigenschaften des Zustandes
der schwarzen Strahlung ganz gleichgiiltig, welcher Art die
Korper sind, welche man im Vakuum befindlich voraussetat, ja
es kommt nicht einmal darauf an, ob solche Koérper in der
Natur wirklich irgendwo vorkommen, sondern nur darauf, ob
ibre Existenz und ihre KEigenschaften mit den Gesetzen der
Elektrodynamik und der Thermodynamik tiberhaupt vertriiglich
gind. Sobald es nur gelingt, fiir irgend eine beliebig heraus-
gegriffene spezielle Art und Anordnung emittierender und ab-
sorbierender Systeme einen Strahlungszustand im umgebenden
Vakuum nachzuweisen, der sich durch absolute Stabilitit aus-
zeichnet, so kann dieser Zustand kein anderer sein als der der
schwarzen Strahlung. ,

Von der durch diesen Satz gewihrleisteten Freiheit Gebrauch
machend, wihlen wir uns nun unter allen emittierenden und
absorbierenden Systemen das denkbar einfachste aus, namlich
einen einzigen ruhenden Oszillator, bestehend aus zwei mit
gleichen Elektrizititsmengen von entgegengesetztem Vorzeichen
geladenen Polen, welche auf einer festen gerade gerichteten
Linie, der Achse des Oszillators, gegeneinander beweglich sind.

Allgemeiner und den natiirlichen Verhiltnissen niher an-
gepaBt wire es freilich, die Schwingungen des Oszillators, wie
sie durch die Bewegungen der beiden Pole bedingt werden,
statt mit einem einzigen, mit drei Graden von Bewegungsfreiheit
auszustatten, d. h. dieselben nicht geradlinig, sondern réumlich
vorauszusetzen. Diese Annahme liBt sich vollkommen analog
der hier gemachten einfacheren durchfithren, entsprechend der
Zerlegung einer riumlichen Bewegung in ihre drei geradlinigen
aufeinander senkrechten Komponenten. Indessen konnen wir
uns nach der oben dargelegten prinzipiellen Uberlegung, ohne
eine wesentliche EinbuBe in der Allgemeinheit unserer Betrach-
tungen befiirchten zu miissen, von vornherein auf die Behand-
lung einer einzigen Komponente beschrinken.

Dagegen konnte es prinzipielle Bedenken erregen, daB wir
uns den ganzen Oszillator als ruhend vorstellen, da doch nach
der kinetischen Gtastheorie in Substanzen von endlicher Tempe-
ratur alle darin enthaltenen frei beweglichen materiellen Partikel
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im Mittel eine bestimmte endliche kinetische KEnergie der fort-
schreitenden Bewegung besitzen. Indessen 14Bt sich auch dies
Bedenken heben durch die Erwigung, daB mit der kinetischen
Energie noch nicht die Geschwindigkeit festgelegt ist. Man
braucht nur den Oszillator, etwa in seinem positiven Pole, mit
einer verhiltnismiBig bedeutenden, elektrodynamisch vollkommen
unwirksamen triigen Masse belastet zu denken, um seine Ge-
schwindigkeit, bei bestimmter kinetischer Energie, unter jeden be-
liebigen Betrag herabzudriicken. Diese Uberlegung hilt natiirlich
auch dann noch Stand, wenn man, wie es jetzt mehrfach ge-
schieht, alle Trigheit auf elektrodynamische Wirkungen zuriick-
fiihrt. Denn diese Wirkungen sind jedenfalls von ganz anderer
Art als die im folgenden zu betrachtenden, und kénnen sie daher
nicht beeinflussen.

Der Zustand des angenommenen Oszillators sei vollstindig
bestimmt durch sein ,Moment* f(/), d.h. durch das Produkt
aus der elektrischen Ladung des auf der positiven Seite der
Achse gelegenen Poles in den Polabstand, und durch dessen
Differentialquotienten nach der Zeit:

(L41) a1 _r.

Die Energie des Oszillators sei von der folgenden einfachen
Form:
(142) U=3}EKf+ 3L,
wobei K und L positive Konstante bezeichnen, die von der
Natur des Oszillators in irgend einer, hier nicht niiher zu er-
orternden Weise abhingen.

§ 105. Wirde bei den Schwingungen des Oszillators die
Energie U genau konstant bleiben, so hiitte man:

dU=Kfdf+Lfdf =0
~ oder mit Riicksicht auf (141):
(143) Kfy+ L7$)=0
und daraus ergibe sich als allgemeine Liésung dieser Differential-
gleichung eine rein periodische Schwingung:
f=Ccosmy,t — ),

wobei C und & die Integrationskonstanten, und v, die Schwingungs-
zahl pro Zeiteinheit bedeutet:



Einleitung. Schwingungsgleichung eines linearen Osxillatgrs 103

=51/ %. (144)
Ein solcher mit konstanter Energie periodisch schwingender
Oszillator wiirde weder von dem umgebenden elektromagnetischen
Felde beeinfluBt werden, noch wiirde er irgendwelche Strahlungs-
wirkungen nach auBen hin ausiiben, er konnte also fir die
Wirmestrahlung im umgebenden Vakuum von keinerlei Be-
deutung sein.

Nach der Maxwernschen Theorie bleibt nun aber die
Schwingungsenergie U des Oszillators im allgemeinen keineswegs
konstant, sondern der Oszillator entsendet vermdge seiner Schwin-
gungen nach allen Richtungen Kugelwellen in das umgebende
Feld hinaus, und hiermit muB nach dem Prinzip der Erhaltung
der Energie, wenn nicht andererseits von auBen her Wirkungen
auf den Oszillator ausgeiibt werden, notwendig ein Verlust von
Schwingungsenergie, also eine Dampfung der Schwingungsampli-
tude verbunden sein. Wir wollen zunichst den Betrag dieser
Dimpfung berechnen.

§ 106. Zu diesem Zweck gehen wir zunschst von folgender
partikularen Losung der MaxwEeLLschen Feldgleichungen (52) aus:

o0*F 1 ¢*F
€, = dzdx $”=76y8t
*F 1 0*F
€, = 9y 0% O == Fzat (145)
o F 1 8*F
+= 950 &0 o 9, =0,

wobei die Funktion F von z, y, #, ¢ der Bedingung geniigt:

e = AF. (146)

DaB diese GroBen wirklich allen Bedingungsgleichungen des -

Feldes geniigen, erkennt man direkt durch Substitution in (52).

Nehmen wir spezieller an, daB die Funktion F auBler von

der Zeit ¢ nur von der Eotfernung » des Feldpunktes z, y, x vom

Anfangspunkt der Koordinaten abhingt, so verwandelt sich die
Gleichung (146) in:

OF o 8 (,aF)

9~ M or\ or
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und die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist:
1 1
(147) F=Lr(e—2)+ Lot +Z),

wobei f und g zwei ganz beliebige Funktionen eines einzigen
Arguments bedeuten. Die Funktion f entspricht einer Kugel-
welle, die vom Anfangspunkt der Koordinaten nach auBen, die
Funktion g einer Kugelwelle, die von auBen nach dem Anfangs-
punkt der Koordinaten fortschreitet. Die Welle ¢ kommt in der
Natur nur unter ganz besonderen Umstinden zu stande (vgl
unten § 169); wir lassen sie hier fort, da wir jetzt ohnehin
keinerlei von auBen auf den Oszillator fallende Wellen als vor-
handen annehmen wollen, und erhalten daher:

(148) F= %f(t _g)

§107. Um nun die physikalische Bedeutung der vorliegen-
den partikuliren Losung der Maxwernschen Feldgleichungen
kennen zu lernen, betrachten wir solche Punkte (z, y, ) des
Feldes, welche dem Anfangspunkte der Koordinaten so nahe

liegen, daB fir alle Zeiten —:~ f klein ist gegen f. (Wenn f

periodisch oder nahezu periodisch ist, so bedeutet dies, daB die
Entfernung r vom Anfangspunkt klein ist gegen die Wellenlinge

im Vakuum.) Dann ist auch %f’ klein gegen £, und a fortiori '
:—:f' klein gegen f, und hierdurch vereinfachen sich, wie man

leicht aus dem Ausdruck (148) von F erkennt, die Gleichungen (145)
folgendermaBen:

o' F 1 9°F
€= 0x 0% g)"“__:—c— dyadt
_ O0'F _ 1 &F
(149) T O == T war
a*F
@'::—67- @s=0'

Die elektrischen Gleichungen besagen, daB in der Nihe des An-
fangspunktes der Koordinaten das elektrische Feld den Charakter
eines elektrostatischen hat:

oF
€ =grad - =—gradg
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mit der Potentialfunktion:

also entsprechend einem nach der positiven z-Achse gerichteten
elektrischen Dipol vom Moment /(f). Die magnetischen Gleichungen
besagen, daB das magnetische Feld in der Nihe des Anfangs-
punktes der Koordinaten herrithrt von einem in der Richtung der
2-Achse flieBenden Stromelement, dessen Intensitit multipliziert
mit der Linge den Wert 7 (f) besitzt. Dies ist genau dasjenige
Stromelement, welches durch die Momentinderung des obigen
Dipols bedingt ist.

Hierdurch ist gezeigt, daB durch die Gleichungen (145)
und (148), welche im ganzen unendlichen Raume mit Ausschlul
des Punktes r = 0 und seiner niichsten Umgebung Giiltigkeit
besitzen, dasjenige elektromagnetische Feld dargestellt wird,
welches von einem im Koordinatenanfangspunkt befindlichen
nach der z-Achse gerichteten elektrischen Dipol vom Moment £/(¢)
hervorgerufen wird. Um diesen Dipol mit dem anfangs be-
trachteten Oszillator identifizieren zu k6énnen, ist nur noch die
Einfihrung der Voraussetzung notig, daB fir alle Zeiten die
Lineardimensionen des Oszillators klein sind gegen die GriBe ff’: ,
~ also auch, falls der Oszillator periodisch schwingt, klein gegen
die Wellenlinge dieser Schwingung im Vakuum. . Denn sonst
wiirde das elektromagnetische Feld in der Nithe des Oszillators
nicht mehr durch f(f) und 7(f) allein bestimmt sein, vielmehr
wiirde die Schwingung eine merkliche Zeit brauchen, um sich
von einer Stelle des Oszillators zu einer anderen fortzupflanzen.

§108. Zur Bestimmung der vom Oszillator ausgestrahlten
Energie berechnen wir die Energiemenge, welche durch eine
um den Oszillator als Mittelpunkt beschriebene Kugelfliche
gemiaB dem PoynTiNgschen Satze nach auBen stromt. Doch
darf man nicht etwa die nach dem genannten Satze in einem
unendlich kleinen Zeitintervall d¢ durch die Kugelfliche nach
auBen stromende Energie gleich der wihrend desselben Zeit-
intervalls vom Oszillator ausgestrahlten Energie setzen. Denn
im allgemeinen stromt die elektromagnetische Energie nicht
immer in der Richtung nach auBen, sondern sie strémt ab-
wechselnd hin und her, und man wiirde auf diese Weise fiir
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die GroBe der Ausstrahlung zu Werten gelangen, welche bald
positiv, bald negativ sind und tiberdies noch wesentlich vom
Radius der zugrunde gelegten Kugel abhingen, und zwar in
der Weise, daB sie mit abnehmendem Radius ins Unbegrenzte
wachsen, — was dem Begriff der ausgestrahlten Energie wider-
spricht. Diese wird vielmehr nur dann unabhiingig von dem
Kugelradius » gefunden, wenn man nicht fiir ein Zeitelement di,
sondern fiir eine endliche, hinreichend groB gewihlte Zeit den
Betrag der im ganzen durch die Kugelfliche nach auBen strémen-
den Energie berechnet. Sind die Schwingungen rein periodisch,
80 kann man dafiir die Zeit einer Periode wihlen; sind sie es
nicht, was wir hier der Allgemeinheit wegen annehmen miissen,
so laBt sich fir die mindestens notwendige GroBe der Zeit von
vornherein kein anderes allgemeines Kriterium angeben, als das-
jenige, daB die ausgestrahlte Energie sich als unabhingig ergibt
von dem Radius der zugrunde gelegten Kugel. In der Theorie
der Wirmestrahlung handelt es sich immer um so schnelle
Schwingungen, da man hier praktisch stets mit einer gegen
eine Sekunde sehr kleinen Zeit auskommt.

Am einfachsten gestaltet sich die Berechnung der durch die
Kugelfliche strémenden Energie, wenn wir den Radius » der

Kugel so groB wihlen, daB fiir alle Zeiten % f groB gegen f.
Dann ist auch %f’ groB gegen £, und a fortiori :—: f groB gegen f.

Hierdurch gehen die Feldgleichungen (145) mit Beriicksichtigung
von (146) und (148) iiber in:

o= gl (-3) 9. == (i=1)
y=c’f:af(—§) $y=ﬁf'(t—§)
€= r(e-1) ,=0.

Hier sind die Verhiltnisse aller Komponenten unabhingig von
der Zeit, also auch ihre Richtungen konstant, und die Gleichungen:
z€, + y€ + =2€ =0,
m@z‘!‘ y$y+ Z@‘=O,
€9, +€9 +CH=0
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zeigen, daB die elektrische Feldstirke €, die magnetische Feld-
stirke § und der Radiusvektor » gegenseitig senkrecht stehen.
Die magnetische Feldstirke steht auBerdem senkrecht auf der
durch die z-Achse und » bestimmten Meridianebene, die elektrische
Feldstirke liegt also in der Meridianebene. Es sind mithin
reine Transversalwellen, senkrecht der Meridianebene polarisiert,
die sich nach auBen fortpflanzen, mit der Feldstirke:

C=9= V& + 9 f( )_sm\‘}f(t_r),

T ctr

wenn  den Winkel des Radiusvektor » mit der z-Achse, der
Achse des Oszillators, bezeichnet.

Nun ist nach dem Poyntineschen Satz die in der Zeit dt
durch das Kugelflichenelement do = 724 2 nach auBen strémende
Energie:

c sin* 9 ; r
o dtdo €9 =220 1t —L)anat (150)

lcs sin3 dF do f? (t - —;;) dt,
also fiir die ganze Kugelfliche (p von O bis 27, J von 0 bis x)
und fiir das Zeitintervall von ¢ bis ¢ + T:

t+ T

wff‘ (t——)dt

In diesem Ausdruck kommt der Kugelradius » nur noch in
dem Argument von f vor, und in der Tat ist die hier berechnete
durch die Kugelfliche vom Radius » in der Zeit von ¢ bis¢ + T
nach auBen stromende Energie offenbar gleich der in dem gleich-

langen, aber um —:— zurtickliegenden Zeitintervall, von ¢ — —:— bis
t-—{« + T, von dem im Mittelpunkt der Kugel befindlichen

Oszillator ausgestrahlten Energie.
Daher erhalten wir fiir die vom Oszillator in der Zeit von ¢
bis¢+ Tausgestrahlte oder emittierte Energie den Ausdruck:

t+ T

- f 720 dt. (151)
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Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie ist die in der
Zeit T ausgestrahlte Energie gleich der in der nimlichen Zeit
erfolgten Abnahme der Schwingungsenergie des Oszillators U, also:

" t+ 7T t+ T
o 10t =— [av
:11: ‘f(ri’-g— + 5 120 ) dt = 0
dt 3¢® '

§109. Aus dieser fiir ein relativ groBes Zeitintervall T
giiltigen Beziehung 148t sich naturgemiB kein eindeutiger SchluB
ziehen auf das fir jeden einzelnen Zeitpunkt ¢ giiltige Schwingungs-
gesetz des Oszillators, und in der Tat geniigen auch die hier
gegebenen Daten noch durchaus nicht, um den Verlauf der
Schwingungen, bei gegebenem Anfangszustand, bis ins einzelne
eindeutig zu bestimmen. Damit eine exakte Losung des
Schwingungsproblems #iberhaupt vorhanden ist, miiBte die Natur
des Oszillators in allen ihren Einzelheiten, an der Oberfliche
und im Innern, genau bekannt sein. Dann wiirde aber die Be-
handlung der Aufgabe mit solchen mathematischen Schwierig-
keiten verkniipft sein, daB die allgemeine Durchfihrung der
Theorie nicht wohl mdglich wiire.

Nun ist zu bedenken, daB es in der ganzen Theorie der
Licht- und Warmestrahlung gar nicht auf die exakte Losung des
Schwingungsproblems, d. h. auf die absolut genane Berechnung
der Schwingungsfunktion f({) ankommt, sondern nur auf eine
angenséherte Losung von demselben Grade der Genauigkeit, wie
ihn die feinsten physikalischen Messungen liefern konnen. Diese
beziehen sich aber, wie schon in § 8 betont wurde, immer nur
auf solche Zeitintervalle, welche gegen die Dauer einer einzigen
Schwingungsperiode auBerordentlich groB sind. Daher kénnen
die Ergebnisse auch der feinsten Strahlungsmessungen niemals
itber den Inhalt der Energiegleichung (152) hinausgehen, und
jede Differentialgleichung fiir f(¢), welche mit dieser Gleichung ver-
triglich ist, liefert fir den Oszillator ein zuldssiges Schwingungs-
gesetz.! Von dieser Uberlegung Gebrauch machend wollen wir

! Dies gilt immer, wenn nur hinreichend groBe Werte von T in
Betracht kommen. Fiir kleinere Werte von T 148t sich mdglicherweise
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nun aus der Gleichung (152) das denkbar einfachste Schwingungs-
gesetz fiir den Oszillator ableiten.

Wiirde man den in (152) mit d¢ multiplizierten Ausdruck
direkt gleich Null setzen, so erhielte man als Schwingungsgesetz
eine nichtlineare Differentialgleichung. Daher formen wir das
Integral noch um, indem wir schreiben:

t+7T

f(dit(tw%ff) —ggff‘)dmo. (158)

Um diese mit (152) ganz identische Gleichung noch weiter zu
vereinfachen, fithren wir eine neue naheliegende Voraussetzung
ein, die wir fortan stets festhalten wollen, und deren physi-
kalische Bedeutung im nichsten Paragraph erbellen wird. Wir
setzen nimlich fest, daB fiir alle Zeiten:

— 11 Klein gegen U. (154)

Diese Bedingung liBt sich durch geeignete Wahl der Kon-
stanten K und L allgemein erfillen. Denn nach (142) ist im
allgemeinen:

YLf von der GroBenordnung VE-f,

also auch VL7 von der GroBenordnung YK/ oder VK—ZI’;

folglich, durch Substitution in (154):
l/ff I = f klein gegen Kf?

oder ;,—,—l/zs- klein gegen 1. (155)
Wir wollen zur Abkiirzung schreiben:

2 K
ﬁ]/F =0. (156)

Nach dieser ein fiir allemal gemachten Festsetzung, daB o
eine kleine Zahl ist, erhalten wir aus (153) in merklicher
Annéherung:

an Stelle der einfachen linearen Differentialgleichung (158) ein anderes
Schwingungsgesetz aufstellen, das den Vorgiingen in der Natur noch besser
angepablt ist.
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t+ T
(157) f(%? —E%ff)dt=0
t
und daraus, indem wir den mit d¢ multiplizierten Ausdrack

gleich Null setzen und den Wert dU aus (142) substituieren,
die lineare homogene Differentialgleichung:

(158) Ef+Lf— i =0

als Schwingungsgleichung des Oszillators. Dieselbe unterscheidet
sich von der Gleichung (143) fir ungeddmpfte Schwingungen
durch das Diampfungsglied mit /.1 _

§ 110. Um die Differentialgleichung (158) zu integrieren,
setzen wir:

(159) f) = ewt+o,
Dann wird die Differentialgleichung befriedigt, wenn
(160) E+Lo*—cob=0.

Diese in @ kubische Gleichung hat eine reelle positive Wurzel
und zwei komplexe Wurzeln. Die erstere hat keine physi-
kalische Bedeutung, weil hierfiir die Funktion f (f) mit wachsen-
der Zeit ungeheuer groBe Werte annimmt. Daher beriicksichtigen
wir nur die komplexen Wurzeln, indem wir setzen:

(161) w=a+pi >0

und nach Substitution in (160) das Reelle vom Imaginiren
trennen:

K+ L{@*— ) — o5 (@® —82f) = 0
und: 2Laf - 5Baf — 9 =0.
Die zweite Gleichung ergibt:

(162) Bi=—38cLa+ 3a?
und dies in die erste Gleichung substituiert:

K+ 8¢8L%¢ — 8Le? 4+ 1:;3

= 0.

! Eine direkte Ableitung dieser Gleichung aus der Elektronentheorie
ist kiirzlich entwickelt worden von M. Asranan, Elektromagnetische Theorie
der Strahlung (Leipzig, B. G. Teubner), p. 72, 1905.
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Diese Glelchung in & hat nur eine emmge reelle ‘Wurzel. Schrelbt

man sie mit Benutzung von (156) in der Form:

90t L® 16 a®

4t 8¢t

und bedenkt, daB o eine kleine Zahl ist, so erhellt, daB die

reelle Wurzel & nahe gleich Null ist, und es ergibt sich mit

Weglassung der Glieder mit hoheren Potenzen von « als erste
Annaherung:

+ 8¢ 20 —8La?+ =0

3
9_,,4%3_ +3cL%a=0,
3co?L K
,“ == 4 n? =— 8ed L3 (163)

und dementsprechend nach (162):

s=1/E. (164)

Die gefundenen Werte von ¢ und 8 denken wir uns in (161)
und in (159) substituiert, setzen dann fiir @' eine beliebige
komplexe Konstante, und erhalten hierauf durch Abspaltung
des reellen Teiles der Funktion /() vom imaginiren die reelle
Lésung der Schwingungsgleichung (158) in folgender Form:

f(t)= C-a%tcos(Bt % F). (165)

Der Oszillator fithrt also schwach gedimpfte Schwingungen aus,
deren Periode und Démpfung durch die Werte von 8 und «
bestimmt sind. Die Amplitude C und die Phasenkonstante &
hingen vom Anfangszustand ab.

Bezeichnen wir mit », die Anzahl der Schwingungen in
der Zeiteinheit, so ist v

: 1 K

w=vr =5 )T (166)
also, nach Gleichung (144), bis auf die begangene kleine Ver-
nachlissigung ebensogroB wie im Falle der ungedémpften

Schwingungen.
Fiir das logarithmische Dimpfungsdekrement der Schwin-
gungen, d.h. fiir den natiirlichen Logarithmus des Quotienten

zweier um die Zeit vi einer Schwingung auseinanderliegenden
(]
Werte von f(f) ergibt sich:
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(167) 1og,‘7=_1=_£_.2,,l/_§_=(,,

wodurch die oben in (1566) zur Abkiirzung eingefithrte Kon-
stante o eine einfache physikalische Bedeutung erhilt.

Statt durch die Energiekonstanten X und L kann man die
Natur des Oszillators auch durch die Schwingungskonstanten #,
und ¢ charakterisieren, und erhilt dann aus (166) und (167):

(168) K= 16 1 2,8 L= 4%y, .

?
8act 8agct

Mit den neuen Konstanten lautet die Schwingungsgleichung (165):
(169) f{t)= Ce—omtcos(2my,t — F).

§ 111. Nachdem wir bisher nur solche Schwingungen des
Oszillators betrachtet hatten, die ohne jede Einwirkung von auBen
erfolgen und daher lediglich in dem Abklingen einer durch einen
beliebig gegebenen Anfangszustand bedingten Erregung bestehen,
wollen wir nun auch noch den allgemeineren Fall untersuchen,
daB gleichzeitig von auBen her auf den Oszillator gewisse Wir-
kungen ausgeiibt werden, oder mit anderen Worten, daB der
Oszillator sich in einem von vornherein gegebenen elektromagne-
tischen Felde befindet. Die elektrische und die magnetische Feld-
stirke dieses duBeren Feldes bezeichnen wir von jetzt an mit &
und mit §. Dann erweitert sich die Energiegleichung (157) da-
durch, daB die Energie U des Oszillators jetzt auBer durch die
Ausstrahlung von Energie auch noch durch die Arbeit geindert
wird, welche das #uBere elektromagnetische Feld an dem Oszillator
leistet, und diese Arbeit wird, da die Achse des elektrischen
Dipols mit der z-Achse zusammenfillt, fir ein Zeitelement d¢
ausgedriickt durch die GroBe G,-df = G,.f-d¢ wobei €, die
z-Komponente der duBeren elektrischen Feldstirke am Orte des
Oszillators bezeichnet, d. h. derjenigen elektrischen Feldstirke,
welche am Orte des Oszillators bestehen wiirde, wenn derselbe
gar nicht vorhanden wire. Die iibrigen Komponenten des
#uBeren Feldes haben keinen EinfluB auf die Schwingungen
des Oszillators. .

Da nun die Energie U des Oszillators im Zeitelement d ¢
um den Betrag der angegebenen #uBeren Arbeit vergroBert
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wird, so ist die wihrend der hihlﬁ.nglich groBen Zeit T vom
Oszillator absorbierte Energie:!

[era (170)

t
und die vervollstindigte Energiegleichung (157) lautet:
t+T

[ - & —ai)ar=o.

t

Daraus folgt, wenn man wieder den mit d¢ multiplizierten
Ausdruck = 0 setzt und den Wert von U aus (142) substituiert,
als Schwingungsgleichung des Oszillators:

Kf+ Lf — 551 =G, (171)

oder, wenn man nach (168) fir die Konstanten K und L die
Konstanten », und ¢ einfithrt:

16 a4y 3f + 4a%y,f —206f =806c*C,. (172)

Sobald man aus dieser Gleichung mittels des gegebenen
Anfangszustandes und der gegebenen #uBeren Feldstirke €, die
Schwingungsfunktion £ (f) des Oszillators berechnet hat, ist auch
die Aufgabe gelost, die Riickwirkung des Oszillators auf das
#uBere elektromagnetische Feld zu bestimmen. Denn auBerhalb
des Oszillators superponieren sich die Komponenten des urspriing-
lich gegebenen Feldes: die ,primére“ Welle und die Kompo-
nenten der vom Oszillator emittierten Kugelwelle (145): die
»sekundiare« Welle, wobei F durch (148) gegeben ist, iiberall
einfach durch Addition, und damit ist der ganze Vorgang fiir
alle Zeiten eindeutig bestimmt.

1 Man sieht hieraus, daB die ,,absorbierte Energie* im allgemeinen
auch negativ sein kann, d. h. daB unter Umstiinden durch die auffallende
Strahlung dem Oszillator direkt Energie entzogen wird. Beispiele fiir
diesen (in der Wirmestrahlung nicht realisierbaren) Fall werden wir im
ersten Kapitel des fiinften Abschnitts finden.

PLANCK, Wirmestrahlung. 8
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Zweites Kapitel. Ein Resonator unter der Einwirkung elner
ebenen periodischen Welle.

§112. Als erste Anwendung der Schwingungsgleichung (172)
betrachten wir den Fall, daf eine ebene einfach periodische
Welle, die sich lings der z-Achse fortpflanzen mége und deren
elektrische Feldstarke in die Richtung der z-Achse fillt, den im
vorigen Kapitel betrachteten Oszillator trifft. Dann haben wir
fiir die primére, erregende Welle nach den allgemeinen MaXwELL-
schen Gleichungen (52):

&= 9, =0
50 9, =- 2av(t—2) =&
(&i= C cos [2uv(t_.%)_0] @j=0.6'cos[ nv(t c) ]

Hierbei ist ¥ die Schwingungszahl, C (positiv) die Amplitude
und 4 die Phasenkonstante der primiren Welle.

Die Schwingungen des Oszillators werden im allgemeinen
von seinem Anfangszustand abhiingen. Wenn aber die Zeit ¢
hinlinglich groB genommen wird, nimlich wenn ow,¢ eine
groBe Zahl ist, so wird nach (169) der Anfangszustand fiir die
Schwingungen des Oszillators ginzlich bedeutungslos werden, und
dieselben sind dann durch die primire Welle allein vollkommen
bestimmt. In diesem Falle, den wir im folgenden ausschlieBlich
betrachten werden, spielt der Oszillator die Rolle eines Reso-
nators, seine Schwingungen erfolgen in derselben Periode wie
die der ihn erregenden primiren Welle. Setzt man in die
Schwingungsgleichung (172) den Wert von €, fiir den Ort des
Oszillators z = 0:

(178) G =Ccos@avt—9),

so ergibt dieselbe integriert:

(174) F =220 cos@mvi— 9 —7),
wobei

_ v (n? =)
(175) otgy = Zteor),
Umn den Winkel y eindeutig zu bestimmen, setzen wir noch
fest, daB er zwischen 0 und = liegt. Dann ist siny ebenso

wie C stets positiv.
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§ 113. Wenn das Verhiltnis der Schwmgungszahl v der
priméren Welle zu der Eigenschwingungszahl », des Resonators
mittelgroB und von 1 merklich verschieden ist, so nimmt, da ¢
eine kleine Zahl ist, ctgy groBe Werte an, positiv oder negativ,
je nachdem v kleiner oder groBer als »,, Dadurch wird der
Winkel y nahezu O oder nahezu n, und die dem siny pro-
portionale Schwingungsamplitude des Resonators wird klein.
Auch fiir die Grenzfille » = 0 und » = oo werden die Schwin-
gungen des Resonators unmerklich, da in beiden F#llen der

Quotient Bi:a" kleine Werte annimmt. Damit also ein merk-

liches Mitschwingen des Resonators stattfindet, miissen die
Schwingungszahlen » und », nahezu tibereinstimmen. In diesem
Falle weicht die Phase der Resonatorschwingung merklich ab
von der der primiren Welle, da der Phasenunterschied gerade y
betriigt. Fir » = », wird die Schwingungsamplitude des Reso-

nators ein Maximum, und der Phasenunterschied y wird gleich 1;— .

Dann geht in demselben Augenblick, wo die &uBere Feldstirke €,
ihren Maximalwert erreicht, f(f) durch Null hindurch, d. h. der
elektrische Dipol ist in diesem Augenblick ungeladen und daher
der Ladungsstrom /() in ihm in der griBten Entwickelung
begriffen. Uberhaupt ist dann 7(f) einfach proportional @,.
und damit die vom Resonator absorbierte Energie (170) ein
Maximum.

§ 114. Im allgemeinen Falle, bei beliebigem Verhiltnis
von » zu v, ist die vom Resonator absorbierte Energie nach (170)

pro Zeiteinheit:
t+ T

%f@,f dt=@_‘f,

wo der Wert von €, aus (173) zu entnehmen ist, wihrend /
sich nach (174) ergibt zu:
f=—32081 gin(2n vt — & —7) (176)
ey
8¢% Csiny
8 nty?
Bedenkt man nun, daB der zeitliche Mittelwert von sin (27 vt — &)

cos (27 v¢ — ) gleich Null, und der von cos?(2x v¢ — &) gleich }
8*

[sin (2# v¢ — &) cos y — cos (2m v¢ — F)siny].
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ist, so folgt fiir die pro Zeiteinheit vom Resonator absorbierte
Energie:
(177) €F =

8¢® C%sin’y

16n%»? 7
also positiv. Da der ganze Vorgang periodisch ist, so muB
diese Energie zugleich auch die emittierte Energie darstellen.
In der Tat ergibt sich aus (176):

f=- %‘n—"cos@n vt — & —7)

und fir die vom Resonator pro Zeiteinheit emittierte Energie
nach (151):

2 m 8¢? C*sin’y .
30' 16 n3»?
Fiir den zeitlichen Mittelwert der Energie des Resonators ergibt
sich aus (142) und (168) auf shnliche Weise:
U=3}Kf*+3Lf?

(178) = Ao

§ 115. Fassen wir nun die Riickwirkung der Resonator-
schwingungen auf die primire Welle kurz ins Auge. Wihrend
sich die Komponenten der Feldstirken der priméiren und der
sekundiren, vom Resonator emittierten Welle iiberall einfach
durch Addition iibereinanderlagern, ist das mit den Energie-
strahlungen keineswegs der Fall. Denn schon aus dem Umstand,
daB der Resonator vermdge seiner Schwingungen nach allen
Richtungen des Raumes Knergie durch Strahlung emittiert,
folgt nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie, daB er
durch seine Schwingungen gleichzeitig der primiren Welle
Energie entzichen muB. In der Tat ergibt sich bei niherer
Betrachtung, daB die primire und die sekundire Welle da, wo
sie sich gemeinsam fortpflanzen, nimlich in denjenigen vom
Resonator ausgehenden Richtungen, die mit der positiven x-Achse
kleine Winkel bilden, stets in der Weise interferieren, daB sie
sich gegenseitig schwichen, und eine direkte Berechnung der
Energiestromung nach dem PoynrtiNgschen Satz, auf die aber
hier nicht niher eingegangen zu werden braucht, zeigt, daB die
Schwichung der priméiren Welle im ganzen genommen gerade
gleich ist der vom Resonator absorbierten Energie. Der Resonator

C?sin?y.
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absorbiert also pro Zeiteinheit aus der primiren Welle einen
bestimmten, durch (177) ausgedriickten Energiebetrag und zer-
streut ihn nach allen Richtungen.

Drittes Kapitel. Ein Resonator unter der Einwirkung stationdrer
Wirmestrahlung. Entropie und Temperatur des Resonators.

§ 116. Nachdem wir im vorigen Kapitel die Schwingungs- -
gleichung (172) eines linearen Oszillators auf den speziellen Fall
angewendet haben, daB eine ebene periodische Welle als Erreger
dient, wollen wir uns jetzt den Oszillator einer stationiren
Wirmestrahlung ausgesetzt denken. Dieser Fall unterscheidet
gich insofern wesentlich von dem vorigen, als eine ebene
periodische Welle niemals, auch nicht bei entsprechend groBer
Schwingungszahl, als Wiarmestrahlung gedeutet werden kann.
Denn zu einer endlichen Wirmestrahlungsintensitit gehort
nach §16 immer auch ein endlicher Offnungswinkel der Strahlen,
und nach § 18 immer ein Spektralbezirk von endlicher Breite.
Eine absolut ebene und absolut periodische Welle besitzt aber
den Offnungswinkel Null und die Spektralbreite Null. Daher
kann auch bei einer ebenen periodischen Welle weder von
Entropie noch von Temperatur der Strahlung die Rede sein.
Die nihere Erklirung dieses fiir die elektromagnetische Theorie
der Wirmestrahlung prinzipiell wichtigen Umstandes werden wir
im niichsten Abschnitt kennen lernen.

Wir stellen uns also nun den Oszillator in einem allseitig
durch vollstéindig reflektierende Winde begrenzten, von beliebiger
Wéarmestrahlung erfiillten Vakuum befindlich vor. Dann wird
sich im Verlauf der Zeit, wie in jedem nach auien abgeschlossenen,
mit beliebiger emittierender und absorbierender Substanz be-
setzten Raum, ein stationdrer Zustand herausbilden, in welchem
das Vakuum von unpolarisierter, nach allen Richtungen gleich-
miBiger Wirmestrahlung durchzogen wird. Von dieser Wirme-
strahlung absorbiert und emittiert der Oszillator nur solche
Strahlen, deren Schwingungszahl nahe gleich #, ist; folglich iibt
er auf diese, und nur auf diese, einen EinfluB aus. Fir alle
tibrigen Strahlenarten verhilt er sich wie eine diathermane
Substanz: sie streichen iiber ihn hinweg, ohne ihn zu alterieren
oder von ihm alteriert zu werden.
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§ 117, Wir fragen nun nach dem Zusammenhang, welcher
nach Eintritt des stationiren Zustandes zwischen den Resonator-
schwingungen und der Wirmestrahlung im Vakuwum besteht.
Die Gleichung (172) verlangt nur die Beriicksichtigung der
Komponente €, der erregenden Welle am Orte des Oszillators
als Funktion der Zeit. Diese GroBe setzt sich aus allen den
Oszillator treffenden Wirmestrahlen zusammen und 1aBt sich,
wie kompliziert sie auch sein moge, fir ein begrenztes Zeit-
intervall, etwa von ¢=0 bis { =T, als Fouriersche Reihe
schreiben:

(179) €, = D', cos (2’;”’ - 0,,),

n=0
wobei die Summation iber alle positiven ganzen Zahlen n zu
erstrecken ist, wihrend die Konstanten C, (positiv) und &, von
Glied zu Glied beliebig variieren konnen. Das Zeitintervall T,
die Grundperiode der Fourierschen Reihe, wollen wir so groB
wiahlen, daB alle Zeiten ¢, die wir in der Folge betrachten, in
dies Zeitintervall hineinfallen, also 0 < ¢ < €. Daher ist jeden-
falls das Produkt »,Z eine ungeheuer groBe Zahl. AuBerdem
aber wollen wir immer ¢ so groB nehmen, daB der Zustand des
Oszillators zur Zeit ¢ = 0 auf die Vorginge zur Zeit ¢ gar nicht
mehr von EinfluB ist. Dies erfordert, nach (169), daB das
Produkt ¢v,7, und um so mehr
(180) 67, T eine groBe Zahl

ist. Diese Bedingungen lassen sich ohne weiteres erfiillen, da
ja die GroBe von ¥ nach oben hin durch nichts begrenzt ist.

§ 118. Wenn wir auch iiber die Funktion €, im einzelnen
nichts wissen, so steht sie doch in einem angebbaren Zusammen-
hang mit den Eigenschaften der Wirmestrahlung. Zunichst
haben wir fiir die riumliche Strahlungsdichte im Vakuum nach
der MaxwerLschen Theorie:

U= @+ &+ T+ 51+ 9] + 5.

Da nun wegen des stationiren, nach allen Richtungen gleich-
miBigen Strahlungszustandes die genannten sechs Mittelwerte
einander gleich sind, so folgt:
3
4n

(]

U =
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und aus (179):
8
%= E Cs, (181)

ferner fiir die spezifische Intensitit der in irgendeiner Richtung
fortschreitenden Strahlung nach (21):

cu 8e
E=fteqgm 20 (182)
§ 119. Nehmen wir nun auch die spektrale Zerlegung der
letzten beiden Gleichungen vor. Zun#ichst haben wir nach (22):

u=fu,dw=siﬂ2w’og. (183)
0 0

Auf der rechten Seite der Gleichung zerfillt die Summe > in
die einzelnen den Ordnungszahlen » entsprechenden @lieder, von
denen jedes einer einfach periodischen ,,Partialschwingung* mit
n
T
diese Beziehung keine stetige Aufeinanderfolge von Schwingungs-
zahlen » dar, da n eine ganze Zahl ist. Aber n ist fiir die
hier in Betracht kommenden Schwingungszahlen so ungeheuer
groB, daB die den fortlaufenden Werten von » entsprechenden
Schwingungszahlen v sehr dicht beieinander liegen. Daher
umfaBt auch das Intervall dv, obwohl gegen v unendlich klein,
dennoch eine groBe Anzahl von Partialschwingungen, etwa =’,
wobei: ’

dv = lf (184)

Setzen wir nun in der Gleichung (188) die dem Intervall d ent-
sprechenden Energiedichten, die ja von denen der ibrigen
Spektralbezirke unabhingig sind, auf beiden Seiten einander
gleich, so ergibt sich:

der Schwingungszahl » =  entspricht. Genau genommen stellt

n+n’

wdv = D0}
oder nach (184): "
n+n’
3T 1 3T =3
U= g O G =g Oh, (185)

wobei wir mit CZ den Mittelwert von C? in dem Intervall von
n bis #n 4+ n’ bezeichnen. DaB ein solcher Mittelwert, dessen
GréBe unabhingig ist von »’, falls nur »’ klein gegen n ge-
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nommen wird, iiberhaupt existiert, ist natiirlich nicht von vorn-
herein selbstverstindlich, sondern durch eine besondere, der
stationdiren Wirmestrahlung eigentiimliche Eigenschaft der
Funktion G, bedingt. Dagegen laBt sich, da viele Glieder zu dem
Mittelwert beitragen, iiber die GroBe eines einzelnen Gliedes C;
gar nichts aussagen, und ebensowenig etwas iiber den Zusammen-
hang zweier aufeinanderfolgender Glieder. Dieselben sind viel-
mehr als vollig unabhiingig voneinander anzusehen.

In ganz #hnlicher Weise ergibt sich mit Benutzung von (24)
fiir die spezifische Intensitiit eines monochromatischen geradlinig
polarisierten, nach irgendeiner Richtung fortschreitenden Strahles:

(186) 8 =2q

Man ersieht hieraus u. a., daB nach der elektromagnetischen
Strahlungstheorie ein monochromatischer Licht- oder Warme-
strahl keineswegs durch eine einzelne einfach periodische Welle
dargestellt wird, sondern stets durch eine Ubereinanderlagerung
einer groBen Anzahl von einfach periodischen Wellen, aus denen
die Intensitiat des Strahles durch Bildung eines Mittelwertes sich
zusammensetzt. Dem entspricht auch die aus der Optik be-
kannte Tatsache, daB zwei Strahlen von derselben Farbe, aber
verschiedener Herkunft niemals miteinander interferieren, was
notwendig der Fall sein miiBte, wenn jeder Strahl einfach
periodisch wére.

§ 120. Nachdem wir den Zusammenhang der den Resonator
erregenden Schwingung €, mit der im Vakuum stattfindenden
Wirmestrahlung, soweit er sich angeben 1aBt, festgestellt haben,
berechnen wir die entsprechende Schwingung des Resonators,
die sich aus (172) und (179) durch einen einfachen Vergleich
mit (174) und (175) folgendermaBen ergibt:

n = o
8¢ Cusiny,
187) [l =g D i = cos@avt — 5, —7,),
n=0

wobei gesetzt ist:
n

(188) V=g und ctgy, =

Zunichst erkennt man hieraus, wie schon in § 113 bemerkt
wurde, daB nur diejenigen in €, enthaltenen Partialschwingungen

7 ¥y (¥ — 3%
2% :
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merklichen EinﬂuB auf die Schwingungen des Resonators haben,
fir welche — nahe gleich 1 ist. Wenn » von einem Werte,

der merkhch kleiner ist als #,, durch #, hindurch zu einem
Werte, der merklich groBer ist als #,, iibergeht, so wichst

der Winkel y von O durch —72'— hindurch bis #. Je kleiner das

Dampfungsdekrement ¢ des Resonators ist, um so schmaler ist
das Gebiet der Schwingungszahlen », in welchem y von O oder
von 7 merklich verschieden ist, und um so steiler erfolgt inner-
halb dieses Gebietes das Anwachsen des Winkels ¥ von O bis m.
Jedoch ist wichtig zu bemerken, daB, wie klein auch ¢ sei, fiir
zwei benachbarte Glieder der Summe >, z. B. fiir die Ordnungs-
zahlen #» und »n + 1, y stets nur sehr wenig verschiedene Werte
annimmt. Denn es ist nach (188):

a1 Ty, (T2 — (0 + 1) 7 Ty, (T2, — 0
g(n + 1) ond
27 ‘
XIS
also nach (180) klein. Bei dieser Berechnung ist davon Ge-
brauch gemacht, daB » groB gegen 1 und daB — nahe = 1.

ctgyni1—ctgy, =

Man kann also sagen, daB der Winkel y zwar schnell, aber
doch merklich stetig von O bis # wichst, wenn » durch v,
hindurchgeht. Ganz anders verhalten sich die GroBen C,
und &, die sich von einem Glied der Fourmrschen Reihe
zum andern sprungweise und ginzlich unregelmiBig #ndern
kénnen.

§ 121. Die vom Resonator inderZeiteinheitabsorbierte
Energie ergibt sich nach (170) durch die Bildung des zeitlichen
Mittelwertes von €,f, wobei €, aus (179), und / aus (187) zu
entnehmen ist. Die Berechnung ergibt ganz analog dem Aus-
druck (177):

n=aw

3¢? C2sinty,
@’f = Tea? 2 »? ) (189)

n=0

Man ersieht auch hier wieder, daB nur diejenigen Partial-
schwingungen vom Resonator merklich absorbiert werden, deren
Schwingungszahl » der Eigenschwingungszahl v, des Resonators
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nahe liegt; denn nur fir diese weicht —Si’ii merklich von

Null ab.

Dividieren wir die vom Resonator absorbierte Energie durch
die spezifische Intensitit ®, der auf ihn treffenden monochro-
matischen Strahlung von der Schwingungszahl »,, so erhalten
wir eine GroBe, die wir als ein MaB fiir das Absorptions-
vermdgen des Resonators ansehen konnen.

§ 122. Jetzt filhren wir den zwar nicht von vornherein
selbstverstindlichen, aber durch die elementarsten Erfahrungen
auf dem Gebiete der Warmestrahlung bewéhrten und von uns
schon seit dem § 12 fortwihrend benutzten Satz ein, daB das
Absorptionsvermdgen unabhingig ist von der Intensitit der auf-
fallenden Strahlung. Fiir den vorliegenden Fall ergibt sich dann
durch Vergleichung von (189) und (186), daB der Quotient

CO2lsinty,
>
190 - =4
(190) TG
unabhingig ist von den Amplituden C,, Der Wert von 4 laBt sich
leicht aus dem speziellen Fall ableiten, daB alle Amplituden C,
einander gleich sind. Dann wird der Mittelwert C2 gleich C}

selber, und es folgt:
_ 1 ~ sinly,
4= T 2 no
V]

Der Wert der Summe >’ 148t sich am einfachsten berechnen
durch Verwandlung in ein Integral. Wir schreiben zunichst:

@
1 sin®y,
A= g DI An,
0

wobei 4n, die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Ordnungs-
zahlen, gleich 1. Die entsprechenden Schwingungszahlen seien »
4an

T
cmsin’ n
A =fv—’rd1/,
0

und v 4 dv, dann ist = dv, und:

wo nun y, nach § 120 sich stetig mit » indert. Die Substitution
von (188) ergibt:

‘.I
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@

dry 1
A=fv_’.l + 71?1y (3,3 — »9)2 :

o?y®

0

Zum Werte dieses Integrals tragen nur diejenigen Glieder merk-
lich bei, fir welche » nahezu gleich », ist. Daher laBt sich
einfacher schreiben:

@

1 dv
A=5i| —=e g
1+ aty,?

0

und, wenn man statt v als Integrationsvariable einfiihrt:

Somit erhalten wir aus (190):

2gin® .
EO"L’:’”= ’ gCs (191)

v
0

und aus (186) fiir die spezifische Intensitit der monochromatischen
Strahlung von der Schwingungszahl »,:

Q0

01 in? n
8= g D (192)
0

- 321!’0’ 1%

Ebensogro8 wie die vom Resonator in der Zeiteinheit absorbierte
Energie (189) ist wegen des stationiren Zustandes die von ihm
in der Zeiteinheit emittierte Energie, wie man auch direkt
durch Berechnung der GrdBe (151) mit Benutzung von (187)
finden kann.

§ 123. Fir den zeitlichen Mittelwert der Energie des
Resonators endlich ergibt sich aus (142), (168) und (187) durch
einen Vergleich mit (178):

7= 3% 2 Vo’y‘i"" Cisinty,

64nto

oder auch, da zum Wert der Summe nur diejenigen Glieder
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merklich beitragen, deren Schwingungszahl » der Eigenschwingungs-
zahl v, des Resonators nahe liegt:

U= 30° Zm,w C3sin%y, .
~ 82atay, »?
0

Durch Vergleich mit (192) ergibt sich so die einfache Be-
ziehung:
(193) U=%@o

()

zwischen der mittleren Schwingungsenergie des Resonators und

der spezifischen Strahlungsintensitit eines monochromatischen

geradlinig polarisierten Strahles von der Periode des Reso-

nators. Hierbei ist besonders bemerkenswert, daB die Dimpfungs-

konstante ¢ des Resonators in diese Relation gar nicht eingeht.
Ferner erhiélt man mit Riicksicht auf (24):

(184) U=t

3
8w,

als Beziehung zwischen der mittleren Energie des Resonators
und der riumlichen Strahlungsdichte der Schwingungszahl v, im
stationéiren Strahlungszustand.

Endlich ergibt sich durch Vergleichung mit (185):
3¢*T 57

= ——— y
64ny? "

(195) U

wodurch die Energie des Resonators direkt in Zusammenhang
gebracht wird mit der elektrischen Feldstiirke (179) der ihn er-
regenden Welle. Der Mittelwert von C? ist, wie in (185), zu
bilden aus einer groBen Anzahl von Partialschwingungen, deren
Schwingungszahlen » der Eigenzahl », des Resonators nahe
liegen.

§ 124. Wir denken uns nun mit dem betrachteten System,
das aus einem gleichmiiBig durchstrahlten, von vollstindig und
diffus reflektierenden Winden begrenzten Vakuum und dem
darin befindlichen ruhenden Resonator besteht, eine unendlich
kleine reversible Zustandsiinderung vorgenommen, etwa so, daB
wir die Strahlung adiabatisch und unendlich langsam kom-
primieren, wie das im vorigen Abschnitt beschrieben wurde.
Dann bleibt nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
die Gesamtentropie des Systems ungeindert, dagegen wird durch
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die Kompression die Intensitit & jeder einzelnen Schwingungs-
zahl verindert, und infolgedessen auch die Energie U des Reso-
nators. Denn diese ist im stationiren Zustand nach (193) pro-
portional der Intensitit ®, der ihn erregenden monochromati-
schen Strahlung. Der Resonator wird also einen Teil der durch
die Kompression erzeugten Strahlungsenergie absorbieren und
diesen Energiebetrag der freien Wirmestrahlung im Vakuum
- entziehen.

Zur bequemeren Ubersicht konnen wir uns jeden unend-
lich kleinen Kompressionsvorgang so in zwei Epochen zerlegt
denken, daB in der ersten Epoche die Kompression stattfindet
und dabei die Strahlung sich verhilt, als ob der Resonator gar
nicht vorhanden wire, und daB dann in der zweiten Epoche
der Resonator soviel Energie aus der ihn erregenden Strahlung
absorbiert, daB die durch die Vorginge der ersten Epoche ge-
storte Beziehung (193) wieder in Gultigkeit tritt. Wihrend der
ersten Epoche bleibt nach den Ergebnissen des vorigen Ab-
schnitts die Entropie der Wirmestrahlung im Vakuum fiir sich
konstant; wihrend der zweiten Epoche aber #ndert sich die
Entropie der Wirmestrahlung durch Abgabe von Wirme an
den Resonator. Da nun die Gesamtentropie des Systems kon-
stant bleiben muB, so folgt daraus, daB nicht nur der freien
Wirmestrahlung, sondern auch dem Resonator eine
Entropie zukommt, deren Anderung die Entropieéinderung
der freien Wirmestrahlung gerade kompensiert. Da der thermo-
dynamische Zustand des Resonators allein von seiner Energie U
abhiingt, so ist auch die Entropie S des Resonators durch Ubestimmt.

§ 125. Es ist leicht, die Beziehung zwischen der Entropie
des Resonators und der réumlichen Entropiedichte der mono-
chromatischen Vakuumstrahlung von der Schwingungszahl », im
stationdren Zustand aufzustellen. Denn nach dem zweiten
Hauptsatz lSt der gtationdire Zustand unter allen Zustéanden
dadurch ausgezelchnet daB in ihm die Gesamtentropie des
Systems ein Maximum besitzt. Die Gesamtentropie besteht aber
aus der Entropie des Resonators: S, und aus der Entropie (113)
der #uBeren Strahlung:

V. f 8dv,
0
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wobei 7 das Volumen des gleichmiBig durchstrahlten Vakuums
bedeutet. Dann ist also fir den absolut stabilen Strahlungs-
zustand, d. h. fiir einen Resonator in einem von schwarzer
Strahlung erfiillten Vakuum von bestimmtem Volumen:

/

S 93
.Oder. %75U-I-V Haud‘l’=0-
0
Die einzige Bedingung, welcher die Variation 0 zu geniigen hat,
ist die, daB die Gesamtenergie des Systems die namliche
bleibt, also:

U+ V|dudv=0.
/

Wir wollen nun die riumliche Energiedichte u und infolgedessen
auch die rdumliche Entropiedichte 8 aller Strahlenarten unvariiert
lassen bis auf einen schmalen Spektralbm in der Umgebung
der Schwingungszahl »,, von der Breite 4v,, wobei 4, klein
gegen 7,, im iibrigen aber beliebig ist. Dann reduzieren sich
die letzten Gleichungen auf:

as 98,
und
oU+Vdudy,=0.
Hieraus folgt: ' ‘
a8 _ 98
(196) FI/2ir T

Die vier GroBen S, Ui By hiingen, bei gegebenem »,, von einer
einzigen Vanabeln‘ab Denn S ist eine bestimmte Funktion
von U, 8, eine solche von u,, und U ist mit u, durch die Be-
ziehung (194) verbunden. Man kann daher, bei konstantem
auch schreiben:

und erhilt hieraus durch Integration, mit Fortlassung der
physikalisch bedeutungslosen Integrationskonstanten:
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§=-2
=2 3 (197)

T 8my?
als Beziehung zwischen der Entropie des Resonators und der

rdumlichen Dichte der Strahlungsentropie von der Schwingungs-
zahl v, im stationéiren Zustand. Ferner nach (133):

s="_¢
=%, (199

(]

als Beziehung zwischen der Entropie des Resonators und der
spezifischen Intensitit der monochromatischen geradlinig polari-
sierten Entropiestrahlung von der Schwingungszahl #,.
§ 126. Die Gleichung (196) besitzt eine einfache physi-
kalische Bedeutung, sie liefert nimlich mit Riicksicht auf (117):
as 1
T (199)
wobei 7' die Temperatur der den Resonator erregenden Strahlung
bedeutet. Wenn wir also allgemein den reziproken Wert der

GroBe ;,d-{;: welche nur von der Energie und der natiirlichen
Beschaffenheit des Resonators abhiingt, als ,Temperatur des
Resonators* definieren, so gilt der Satz, daB im stationiren
Strahlungszustand die Temperatur des Resonators
gleich ist der Temperatur der ihn erregenden mono-
chromatischen Strahlung.

§ 127. Uber die Abhiingigkeit der Entropie S eines Reso-
. nators von seiner Energie U kann man etwas erfahren aus dem
‘Wienschen Verschiebungsgesetz, indem man etwa in die Form (134)

desselben » = v, und fiir @, und &, die sich aus (198) und (198)

ergebenden Werte setzt. Man erhilt dann:

s=F(Z), (200)

)

wobei die Funktion F auBer ihrem Argument nur universelle
Konstante enthilt, also namentlich auch keine auf die natiir-
liche Beschaffenheit des Resonators beziigliche Konstante. Dies
ist die einfachste unter allen bisher von uns auf-
gestellten Formen des Wienschen Verschiebungs-
gesetzes, da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ in ihr iiber-
haupt nicht, und die Schwingungszahl », nur ein einziges Mal
in der ersten Potenz vorkommt. Es ist auch leicht zu ver-

B

ol
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stehen, daB die Einfachheit der mathematischen Relation ihren
Grund haben wird in der Einfachheit des durch die Resonator-
schwingungen dargestellten physikalischen Vorganges.

Dieser Umstand 148t darauf schlieBen, daB von dieser ein-
fachen Beziehung aus am ehesten ein Einblick in die Natur
der Verschiebungsfunktion F zu gewinnen sein wird. Wenn die
analytische Form dieser umiversellen Funktion gefunden ist, so
ergibt sich nach § 92f. ohne weiteres daraus das Gesetz der
Energieverteilung im Normalspektrum. Eine Losung dieser Auf-
gabe scheint aber nicht méglich zu sein ohne ein niheres Ein-
gehen auf den Begriff der Entropie, und dieser Begriff wird, vom
Standpunkte der elektromagnetischen Strahlungstheorie aus, erst
dann vollkommen verstindlich, wenn man ihn mit dem der
Wahrscheinlichkeit in Zusammenhang bringt, wie im niichsten
Abschnitt nidher ausgefiithrt werden soll.



Vierter Abschnitt.

Entropie und Wahrscheinlichkeit,

Erstes Kapitel. Einleitung. Grundlegende Sétze und Definitionen.

§ 128. Da mit der Einfihrung von Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen in die elektromagnetische Strahlungstheorie ein
vollkommen neues, den Grundlagen der Elektrodynamik ginz-
lich fremdes Element in den Bereich der Untersuchungen ein-
tritt, so erhebt sich gleich zu Beginn dieses Abschnitts die
prinzipielle Vorfrage nach der Berechtigung und nach der
Notwendigkeit solcher Betrachtungen. Man konnte nimlich bei
oberflachlicher Uberlegung leicht zu der SchluBfolgerung neigen,
daB fir Wahrscheinlichkeitsrechnungen in einer rein elektro-
dynamischen Theorie iiberhaupt kein Platz vorhanden wire.
Denn da die elektromagnetischen Feldgleichungen zusammen
mit den Anfangs- und den Grenzbedingungen den zeitlichen
Verlauf eines elektrodynamischen Vorganges bekanntlich ein-
deutig bestimmen, so wiiren Betrachtungen, die auBerhalb der
Feldgleichungen stehen, prinzipiell unberechtigt, in jedem Falle
aber entbehrlich. Entweder fithren sie nimlich zu denselben
Ergebnissen wie die elektrodynamischen Grundgleichungen —
dann wiren sie fiiberfliissig; oder sie fithren zu anderen Er-
gebnissen — dann wiren sie unrichtig.

Trotz dieses scheinbar unausweichlichen Dilemmas steckt
in jener Uberlegung doch eine Liicke. Denn die Ergebnisse,
zu denen in der elektromagnetischen Wirmestrahlungstheorie die
elektrodynamischen Grundgleichungen allein genommen fithren,
sind keineswegs eindeutig, sondern sie sind im Gegenteil viel-
deutig, und sogar von unendlich hoher Ordnung vieldeutig.
Kniipfen wir, um dies einzusehen, an das spezielle im letzten

PLANCK, Wirmestrahlung. 9
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Kapitel betrachtete Beispiel an, daB ein Resonator von der dort
betrachteten elementaren Art sich in einem nach allen Rich-
tungen gleichmiBig durchstrahlten Vakuum befindet. Wir zogen
dort den SchluB, daB sich im Laufe der Zeit ein stationirer
Schwingungszustand herstellt, in welchem die vom Resonator in
der Zeiteinheit absorbierte und emittierte Energie einen kon-
stanten, der Intensitéit &, der ihn erregenden monochromatischen
Strahlung proportionalen Wert besitzt. Aber diesen SchluB
konnten wir, wie zu Beginn des § 122 ausdriicklich hervor-
gehoben wurde, nur thermodynamisch, keineswegs elektro-
dynamisch begriinden, wihrend man doch vom Standpunkt der
elektrodynamischen Strahlungstheorie aus verlangen miiBite, daB,
wie alle Begriffe, so auch alle Sitze der Wiarmestrahlung aus
rein elektrodynamischen Uberlegungen heraus entwickelt werden.
Wollte man nun versuchen, den allgemeinen Zusammenhang
zwischen der vom Resonator absorbierten Energie und der
i Intensitit der ihn erregenden Strahlung ganz ohne die Ein-
mischung thermodynamischer Erfahrungen auf rein elektro-
dynamischem Wege abzuleiten, so wiirde man bald finden, da
es einen solchen allgemeinen Zusammenhang gar nicht gibt,
oder mit anderen Worten, daB man iiber die vom Resonator
absorbierte Energie, bei gegebener Intensitit der ihn erregenden
Strahlung, vom Standpunkt der reinen Klektrodynamik aus iiber-
haupt gar nichts aussagen kann, solange von den Werten der
Amplituden C, und der Phasenkonstanten %, der einzelnen in
der erregenden Strahlung enthaltenen Partialschwingungen nichts
Niheres bekannt ist. Denn sowohl die absorbierte Energie als
auch die Intensitit der erregenden Strahlung werden durch ge-
wisse Mittelwerte dargestellt, die aus den GréBen C, und &,
jedesmal in verschiedener Weise zu bilden sind, und die daher
nicht allgemein aus einander berechnet werden konnen, ebenso-
wenig, wie man etwa den Mittelwert von C, aus dem Mittelwert
von G} allgemein berechnen kann. Wenn also auch die Intensitit
der Strahlung, die von allen Seiten auf den Resonator fallt, fiir
alle Spektralbezirke als Funktion der Richtung und eventuell der
Zeit vollstindig gegeben ist, und auch der Anfangszustand des
Resonators bekannt ist, so lassen sich die Schwingungen des
Resonators daraus doch noch nicht eindeutig berechnen, auch nicht
annihernd, auch nicht fiir hinreichend lange Zeitepochen. Viel-
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mehr kann der Resonator, falls iiber die Einzelwerte der C,
und &, geeignet verfiigt wird, durch die nimliche auffallende
Strahlungsintensitit zu ginzlich verschiedenartigen Schwingungen
veranlaBt werden. Ja, wir werden spiiter, im ersten Kapitel
des nichsten Abschnitts, einen speziellen, mit allen elektro-
dynamischen Gesetzen vollkommen vertriglichen Vorgang niher
besprechen, wo der Resonator, so seltsam das klingt, die von
allen Seiten auf ihn fallende Strahlung vollstindig und fort-
wiithrend absorbiert, ohne iiberhaupt jemals die geringste Menge
Energie auszustrahlen (§ 172); ferner auch einen anderen Vor-
gang, wo die vom Resonator absorbierte Energie sogar negativ
ist,! wo also die auffallende Strahlung dem Resonator Energie
entzieht, bis seine Energie gleich Null wird! (§ 173)

An einem einzigen solchen Beispiel sehen wir, daB durch
die Intensitit der erregenden Strahlung die Schwingungen des
Resonators noch keineswegs bestimmt sind, und daB daher in
einem Falle, wo nach den Gesetzen der Thermodynamik und
nach allen Erfahrungen ein eindeutiges Resultat zu erwarten
ist, die reine Elektrodynamik vollkommen im Stiche li6t, da
fiir sie die vorliegenden Daten noch lange nicht hinreichen, um
die in den elektrodynamischen Differentialgleichungen auftreten-
den Konstanten eindeutig zu bestimmen.

§ 129, Ehe wir diesen Umstand und die damit fir die
elektrodynamische Theorie der Wirmestrahlung verbundene
Schwierigkeit weiter verfolgen, mége darauf hingewiesen werden,
daB bei der mechanischen Warmetheorie, speziell der kinetischen
Gastheorie, genau der gleiche Umstand und die gleiche Schwierig-
keit vorliegt. Denn wenn etwa in einem stromenden Gase zur
Zeit ¢t = 0 an jeder Stelle die Geschwindigkeit, die Dichte und
die Temperatur des Gases gegeben ist und auBerdem die Grenz-
bedingungen vollstindig bekannt sind, so wird man nach allen
Erfahrungen erwarten, daB dadurch der zeitliche Verlauf des
Vorganges eindeutig bestimmt ist. Vom rein mechanischen
Standpunkt aus ist das aber keineswegs der Fall; denn durch
die sichtbare Geschwindigkeit, die Dichte und die Temperatur
des Gases sind noch lange nicht die Orte und die Geschwindig-
keiten aller einzelnen Molekiile gegeben, und diese miiite man

1 Vgl. die Anmerkung zu § 111. .
9
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genau kennen, wenn man aus den Bewegungsgleichungen den
zeitlichen Verlauf des Vorganges vollstindig berechnen wollte.
Auch hier 1iBt sich leicht zeigen, daB bei den namlichen
Werten der sichtbaren Geschwindigkeit, der Dichte und der
Temperatur unendlich viele giénzlich verschiedenartige Vorginge
mechanisch mdglich sind, von denen einige den Grundsitzen
der Thermodynamik, namentlich dem zweiten Hauptsatz, direkt
widersprechen.

§130. Aus diesen Uberlegungen sehen wir, daB, wenn es sich
um die Berechnung des zeitlichen Verlaufs eines thermodynami-
schen Vorganges handelt, sowohl die mechanische Wirmetheorie
als auch die elektrodynamische Theorie der Wirmestrahlung
mit derjenigen Formulierung der Anfangs- und Grenzbedingungen,
welche in der Thermodynamik zur eindeutigen Bestimmung des
Vorganges vollkommen hinreicht, keineswegs auskommt, sondern
daB vom Standpunkt der reinen Mechanik bez. Elektrodynamik
betrachtet noch unendlich viele Losungen des Problems existieren.
Infolgedessen bleibt, falls man nicht tiberhaupt ganz darauf ver-
zichten will, die thermodynamischen Vorginge mechanisch bez.
elektrodynamisch zu begreifen, nur die eine Mbglichkeit iibrig,
durch Einfithrung von besonderen ergéinzenden Hypothesen die
Anfangs- und Grenzbedingungen insoweit niher zu prazisieren,
daB die mechanischen oder elektrodynamischen Gleichungen auf
ein eindeutiges und mit der Erfahrung tibereinstimmendes Resultat
fithren. Wie man eine derartige Hypothese zu formulieren hat,
dafiir 148t sich aus den Prinzipien der Mechanik oder Elektro-
dynamik selber natiirlicherweise kein Anhaltspunkt gewinnen;
denn diese lassen ja gerade den Fall ganz offen. Ebendeswegen
ist aber auch von vornherein jede mechanische oder elektro-
dynamische Hypothese zulissig, welche eine niahere, durch
direkte Messungen gar nicht kontrollierbare Spezialisierung der
gegebenen Anfangs- und Grenzbedingungen enthilt. Welcher
Hypothese vor den iibrigen der Vorzug zu geben ist, dariiber
kann die Entscheidung nur dadurch gewonnen werden, daB man
die Resultate, zu denen die Hypothese fithrt, hinterher im Lichte
der thermodynamischen Erfahrungssitze priift.

- § 131. Nun ist es sehr bemerkenswert, daB, obwohl hier-
nach die definitive Priifung der verschiedenen zulassigen Hypo-
thesen erst a posteriori erfolgen kann, man doch schon durch
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eine Betrachtung a priori, ohne sich irgendwie auf die Thermo-
dynamik zu stiitzen, einen festen Anhaltspunkt fir den Inhalt
der aufzustellenden Hypothese gewinnen kann. Fassen wir nim-
lich einmal wieder das obige Beispiel (§ 128) ins Auge, daB ein
Resonator bei gegebenem Anfangszustand einer Strahlung von
gegebener Intensitit ausgesetzt ist. Dann ist, wie damals be-
sprochen wurde, der Schwingungsvorgang im Resonator, solange
man die unkontrollierbaren Einzelwerte der ¢, und &, in der
erregenden Strahlung ganz offen liBt, unendlich vieldeutig,. Wenn
man nun aber alle die unendlich verschiedenen Falle, wie sie
den verschiedenen bei der gegebenen Strahlungsintensitit mog-
lichen Werten der C, und &, entsprechen, niher untersucht,
und die Resultate, zu denen sie einzeln fithren, miteinander ver-
gleicht, so findet man, daB die ungeheure Mehrzahl dieser Fille
in den Mittelwerten zu ganz iibereinstimmenden Resultaten fiihrt,
wihrend diejenigen Fille, in denen sich merkliche Abweichungen
zeigen, nur in verhiltnismdBig verschwindend geringer Anzahl
auftreten, namlich dann, wenn gewisse ganz spezielle weitgehende
Bedingungen zwischen den einzelnen GréBen C, und &, erfillt
sind. Nimmt man also an, daB solche spezielle Bedingungen
nicht gelten, so ergibt sich, wie verschieden auch die Kon-
stanten C, und &, im fiibrigen gewihlt werden mogen, fir den
Resonator eine Schwingung, die, wenn auch natiirlich nicht in
allen Einzelheiten, so doch in bezug auf alle meBbaren Mittel-
werte — und diese sind die einzigen, welche kontrolliert werden
konnen — eine ganz bestimmte genannt werden kann. Und,
was nun das Bemerkenswerte dabei ist: gerade die auf diese
Weise erhaltene Schwingung entspricht den Forderungen des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, wie im n#chsten Ab-
schnitt niher ausgefiihrt werden wird (vgl. § 182).

In der Mechanik verhilt es sich genau ebenso. Wenn
man, um auf das vorige Beispiel (§ 129) zuriickzukommen, alle
nur denkbaren Lagen und Geschwindigkeiten der einzelnen Gas-
molekiile ins Auge faBt, die mit den gegebenen Werten der
sichtbaren Geschwindigkeit, der Dichte und der Temperatur des
Gases vertriglich sind, und fiir jede Kombination derselben den
mechanischen Vorgang genau nach den Bewegungsgleichungen
berechnet, so findet man ebenfalls, daB in der ungeheuren Mehr-
zahl der Fille Vorginge resultieren, die, wenn auch nicht in
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den Einzelheitex;, so doch in allen meBbaren Mittelwerten mit-
einander iibereinstimmen, und die auBerdem dem zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik Geniige leisten. Nur einige wenige
besondere Fille, in denen zwischen den Koordinaten und den
Geschwindigkeiten der Molekiile ganz spezielle Bedingungen be-
stehen, liefern abweichende Ergebnisse.

§ 132. Nach diesen Betrachtungen ist klar, daB die Hypo-
thesen, deren Einfilhrung oben als notwendig nachgewiesen
wurde, ihren Zweck vollstindig erfiillen, wenn ihr Inhalt nichts
weiter besagt, als daB derartige besondere Fille, die speziellen
Bedingungen zwischen den einzelnen direkt nicht kontrollierbaren
Konstanten entsprechen, in der Natur nicht vorkommen. In der
Mechanik leistet dies die Hypothese,! daB die Wirmebewegungen
pmolekular-ungeordnet sind, in der Elektrodynamik leistet das
Entsprechende die Hypothese der ,natiirlichen Strahlung®, welche
besagt, daB zwischen den zahlreichen verschiedenen Partial-
schwingungen (179) eines Strahles keine anderen Beziehungen
bestehen, als diejenigen, welche durch die meBbaren Mittelwerte
bedingt sind (§ 181). Wenn wir zur Abkiirzung alle Zpstinde
und alle Vorgénge, fiir welche eine solche Hypothese gilt, als
selementar ungeordnet* bezeichnen, so liefert der Satz, daB in
der Natur alle Zustinde und alle Vorginge, welche
zahlreiche unkontrollierbare Bestandteile enthalten,
elementar ungeordnet sind, die Vorbedingung, aber auch
die sichere Gewahr fiir die eindeutige Bestimmbarkeit der meB-
baren Vorginge, sowohl in der Mechanik als auch in der
Elektrodynamik, und zugleich fiir die Giltigkeit des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik,  womit dann selbstverstindlich
auch der fiir den zweiten Hauptsatz charakteristische Begriff der
Entropie und der damit unmittelbar verbundene der Temperatur
seine mechanische bez. elektrodynamische Erklirung finden musB.
Zugleich folgt hieraus, daB die Begriffe der Entropie und der
Temperatur ihrem Wesen nach an die Bedingung der elemen-
taren Unordnung gekniipft sind. Eine rein periodische absolut
ebene Welle besitzt weder Entropie noch Temperatur, weil sie

! L. Bortzuaxy, Vorlesungen iiber Gastheorie, 1, p. 21, 1896. Wiener
Sitzungsber., 78, Juni 1878, am SchluB. Vgl. auch S. H. Bursury, Nature,
51, p. 78, 1894.
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gar keine unkontrollierbaren GrdBen enthilt, also auch nicht
elementar ungeordnet sein kann, ebensowenig wie das bei der
Bewegung eines einzelnen starren Atoms der Fall ist. Erst das
unregelmiBige Zusammenwirken sehr vieler Partialschwingungen
verschiedener Perioden, die sich unabhingig voneinander nach
den verschiedenen Richtungen des Raumes fortpflanzen, oder
das ungeregelte Durcheinanderschwirren sehr vieler Atome schafft
die Vorbedingung fiir die Giiltigkeit)der Hypothese der elemen-
taren Unordnung: und somit fiir die Existenz einer Entropie und
einer Temperatur. :

§ 138. Welche mechanische bez. elektrodynamische GréBe
stellt nun aber die Entropie eines Zustandes dar? Offenbar -
héingt diese GroBe irgendwie mit der ,,Wahrscheinlichkeit®. des
Zustandes zusammen. “Denn da die elementare Unordnung und
der Mangel jeglicher Einzelkontrolle zum Wesen der Entropie
gehort, so konpen nur kombinatorische oder Wabhrscheinlichkeits-
betrachtungen die ndtigen Anhaltspunkte zur Berechnung ihrer
GroBe liefern. Schon die Hypothess der elementaren Unordnung
~ selbst ist ja ihrem Wesen nach ein Wahrscheinlichkeitssatz, da
sie aus einer ungeheuren Anzahl von gleichmdglichen Fillen
eine bestimmte Anzahl herausgreift und dieselben als in der
Natur nicht existent bezeichnet.

Da nun der Begriff der Entropie, ebenso wie der Inhalt
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, ein universeller
ist, und da andererseits die Wahrscheinlichkeitssitze nicht minder
universelle Bedeutung besitzen, so ist zu vermuten, daB der
Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit ein
sehr enger sein wird. Wir stellen daher unseren ferneren Aus-
fiihrungen folgenden Satz an die Spitze: Die Entropie eines
physikalischen Systems in einem bestimmten Zustand
hiangt lediglich ab von der Wahrscheinlichkeit dieses
Zustandes. Die Zulassigkeit und Fruchtbarkeit dieses Satzes
wird sich spidter in verschiedenen Fillen zeigen. Einen all-
gemeinen strengen Beweis desselben zu liefern werden wir aber
hier nicht versuchen. Ja, ein derartiger Versuch wiirde offenbar
an dieser Stelle nicht einmal einen Sinn haben. Denn solange
die , Wahrscheinlichkeit* eines Zustandes nicht zahlenmiBig
definiert ist, 1aBt sich der obige Satz auch nicht zahlenm#Big
auf seine Richtigkeit priifen. Man kdnnte sogar vielleicht auf
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den ersten Blick vermuten, daB er aus diesem Grunde iiberhaupt
keinen bestimmten physikalischen Inhalt besitzt. Indessen laBt
sich durch eine einfache Deduktion zeigen, daB man, ohne noch
auf den Begriff der Wahrscheinlichkeit eines Zustandes niher
einzugehen, auf Grund des obigen Satzes doch schon in der
Lage ist, die Art der Abhiingigkeit der Entropie von der Wahr-
scheinlichkeit ganz allgemein zu fixieren.

§ 134. Bezeichnet nimlich S die Entropie, W die Wahr-
scheinlichkeit eines physikalischen Systems in einem bestimmten
Zustand, so besagt der obige Satz, daB

(201) 8 = f(W),

wobei f(W) eine universelle Funktion des Arguments W bedeutet.
Wie man nun auch W niher definieren mdge, soviel 1aBt sich
jedenfalls dem mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffe als -
. feststehend entnehmen, daB die Wahrscheinlichkeit eines Systems,
das aus zwei voneinander ganz unabhiingigen Systemen zu-
sammengesetzt ist, gleich dem Produkte der Wahrscheinlich-
keiten der beiden Emzelsysteme ist. Denken wir uns z. B. als
erstes System irgendeinen Korper auf der Erde, als zweites
System einen durchstrahlten Hohlraum auf dem Sirius, so ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich der irdische Kérper in
einem bestimmten Zustand 1, und zugleich die Hohlraunistrahlung
in einem bestimmten Zustand 2 befindet:

(202) W=W-W,,
wenn W, und W, die Wahrscheinlichkeiten dafiir sind, daB sich
das betreffende System in dem betreffenden Zustande befindet.

Sind nun S, und S, die Entropien der Einzelsysteme in den
beiden Zustinden, so ist nach (201):

8 =1(W), & =/f(W,).
Aber nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist
die Gesamtentropie beider voneinander unabhingigen Systeme:
S =8, + &, folglich nach (201) und (202):
(W W) = (W) + [(W).
Aus dieser Funktionalgleichung 148t sich f berechnen. Differentiiert
man nimlich suf beiden Seiten nach W, bei konstantem W,

so kommt:
Wy f (W, Wy) = f(W,).
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Differentiiert man ferner nach W,, bei konstantem W,, so kommt:
f(WyWy) + W, W,y f (W, W) = 0
oder f(W)+ wiw)=0.

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist:
f(W)=klog W+ const.  Also nach (201):

S = k log W 4 const, (203)

wodurch die Abhiingigkeit der Entropie von der Wahrscheinlich-
keit allgemein bestimmtist. Die universelle Integrationskonstante &
ist fiir ein irdisches System dieselbe wie fiir ein kosmisches, und
wenn ihr numerischer Wert fiir dieses bestimmt ist, gilt er
auch fir jenes. Die zweite, additive, Integrationskonstante hat,
weil die Entropie S eine willkiirliche additive Konstante ent-
hilt, keine physikalische Bedeutung, und kann nach Belieben
fortgelassen werden.

§ 135. Die Beziehung (203) enthiilt eine allgemeine Methode,
um den Ausdruck der Entropie S durch Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen zu berechnen. Doch wird dieselbe natiirlich erst
dann von praktischem Nutzen, wenn die GréBe W der Wahr-
scheinlichkeit eines physikalischen Systems in einem gegebenen
Zustand zahlenmiBig angegeben werden kann. Die Aufsuchung
der allgemeinsten und prizisesten Definition dieser GréBe gehort
zu den wichtigsten Aufgaben der mechanischen bez. elektro-
dynamischen Wirmetheorie. Zunichst erfordert sie ein niheres
Eingehen auf den Begriff des ,Zustandes* eines physikalischen
Systems.

Unter dem ,,Zustand“ eines physikalischen Systems zu einer
bestimmten Zeit verstehen wir den Inbegriff aller derjenigen
voneinander unabhiingigen GroBen, durch welche der zeitliche
Verlauf der in dem System stattfindenden Vorginge, soweit sie
der Messung zuginglich sind, bei gegebenen Grenzbedingungen
eindeutig bestimmt wird; die Kenntnis des Zustandes ist also
genau dquivalent der Kenntnis der ,,Anfangsbedingungen®. Daher
ist z. B. bei einem aus unverinderlichen Molekiilen bestehenden
Gase der Zustand bestimmt durch das Gesetz der Raum- und
Geschwindigkeitsverteilung, d.h. durch die- Angabe der Anzahl
der Molekiile, deren Koordinaten und Geschwindigkeitskompo-

oS
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nenten innerhalb je eines einzelnen kleinen ,Intervalls® oder ,,Gre-
bietes* liegen. Die auf die verschiedenen Gebiete entfallenden
Molekiilzahlen sind im allgemeinen ganz unabhingig voneinander,
da der Zustand ja kein Gleichgewichts- oder stationdrer Zustand
zu sein braucht; sie miissen also alle einzeln bekannt sein, wenn
der Zustand des Gases als gegeben betrachtet werden soll. Dagegen
ist es fiir die Charakterisierung des Zustandes nicht erforderlich,
nihere Details beziiglich der innerhalb eines einzelnen Elementar-
gebiets befindlichen Molekiile anzugeben; denn hier tritt als Er-
ginzung die Hypothese der molekularen Unordnung ein, welche
trotz der mechanischen Unbestimmtheit die Eindeutigkeit des
zeitlichen Vorganges verbiirgt.

Bei einem Licht- oder Wirmestrahl ist der Zustand be-
stimmt durch die Richtung, die spektrale Energieverteilung und
den Polarisationszustand (§ 17). Niheres iiber die Amplituden
und Phasen der einzelnen periodischen Partialschwingungen des
Strahles zu wissen ist nicht noétig, da auch hier die Hypothese
der elementaren Unordnung als Erginzung eingreift.

Man sieht, daB der so definierte Zustandsbegriff, im statisti-
schen Sinne, wohl zu unterscheiden ist von dem Zustands-
begriff im absolut mechanischen oder elektrodynamischen Sinne,
nach welchem ein Zustand erst dann als gegeben betrachtet
werden darf, wenn die Koordinaten und Geschwindigkeitskom-
ponenten jedes einzelnen Molekiils, bez. die Amplituden und
Phasen aller einzelnen Partialschwingungen genau bekannt sind.
In einem derartigen Zustand wiirden gar keine unkontrollier-
baren Elemente mehr vorkommen und daher auch keinerlei
- Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen am Platze sein.

§ 136. Wenn wir nun von der Wahrscheinlichkeit Wemes
bestimmten elementar ungeordneten Zustandes reden, so ist damit
ausgedriickt, daB ein solcher Zustand auf verschiedene Arten
realisiert werden kann. Denn jeder Zustand, der viele gleichartige
unkontrollierbare Bestandteile enthilt, entspricht einer gewissen
,verteilung®, nimlich im ersten Beispiel der Verteilung der
Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten auf die Gas-
molekiile, im zweiten Beispiel der Verteilung der Amplituden
und Phasen auf die einzelnen Partialschwingungen. Eine Ver-
teilung ist aber immer eine Zuordnung einer Gruppe von unter
sich gleichartigen Elementen (Koordinaten, Geschwindigkeits-
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komponenten, Amplituden, Phasen) zu einer anderen Gryppe
von unter sich gleichartigen Elementen (Molekiilen, Partialschwin-
gungen). Solange man nun einen bestimmten Zustand ing Auge
fabt, kommt es offenbar nur darauf an, wieviel Elemente der
beiden Gruppen einander wechselseitig zugeordnet sind, nicht aber
darauf, welche individuellen Elemente der  einen Gruppe be-
stimmten individuellen Elementen der anderen Gruppe zugeordnet
sind. Dabher kann ein bestimmter Zustand durch eine groBe
Anzahl voneinander verschiedener individueller Zuordnungen zu-
stande kommen. Nennen wir also jede besondere Verteilung, bei
der die Elemente der einen Gruppe den Elementen der anderen
Gruppe individuell zugeordnet sind, eine ,,Komplexion*, so enthilt
ein bestimmter Zustand im allgemeinen eine groBe Anzahl von
verschiedenen Komplexionen. Diese Zahl, d. h. die Anzahl
der Komplexionen, welche ein gegebener Zustand um-
faBt, definieren wir nun als die Wahrscheinlichkeit W des
Zustandes, und erhalten dadurch ein Mittel, um in gegebenen
Fillen W und dann aus (203) die Entropie S des Zustandes zu
berechnen. Nihere Erliuterungen fiber die Art dieser Be-
rechnung werden in den n#ichsten beiden Kapiteln ausfiihrlich
zur Sprache kommen.

§ 137. Hier sei nur noch auf einen Punkt hingewiesen,
in dem sich die hier gebrauchte Definition der Wahrscheinlich-
keit von der sonst iiblichen der mathematischen Wahrschein- -
lichkeit eines Ereignisses unterscheidet. Die letztere wird be-
kanntlich als ein echter Bruch definiert, nimlich als der Quotient
aus der Anzahl der dem Ereignis giinstigen durch die Anzahl
aller gleichméglichen Fille. Im Unterschied davon wird hier die
Wahrscheinlichkeit W eines physikalischen Zustandes durch eine
ganze Zahl, und zwar durch eine groBe Zahl ausgedriickt. Man
konnte versucht sein, den Unterschied der beiden Definitionen
dadurch zu beseitigen, daB man die Anzahl der Komplexionen,
welche ein Zustand umfaBt, noch dividiert durch die Anzahl
naller moglichen* Komplexionen, und diesen Quotienten als die
Wahrscheinlichkeit des Zustandes bezeichnet. Allein es wiirden
hier bei der Frage nach der Anzahl aller méglichen Komplexionen
unter Umstinden Schwierigkeiten entstehen, die wir lieber ver-
meiden wollen, indem wir jene Frage gar nicht aufwerfen und
bei der oben gegebenen Definition der Wahrscheinlichkeit W
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eines Zustandes stehen bleiben. Fiir die Berechnung der Entropie
wird der besprochene Unterschied ohnehin belanglos, da er
nach (203) nur auf die Hinzufiigung einer additiven negativen
Konstanten hinausliuft.

Zweites Kapitel. Entropie eines idealen einatomigen Gases.

§ 138. Im vorigen Kapitel wurde die Berechtigung und
die Notwendigkeit der Einfihrung von Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen in die mechanische und in die elektrodynamische
Theorie der Wirme nachgewiesen, und aus dem allgemeinen
Zusammenhang der Entropie S mit der Wahrscheinlichkeit W,
welcher in der Gleichung (203) ausgedriickt ist, eine Methode
abgeleitet, um die Entropie eines physikalischen Systems in
einem gegebenen Zustand zu berechnen. Bevor nun diese
Methode zur Bestimmung der Entropie der strahlenden Wirme
angewendet wird, soll sie in diesem Kapitel dazu benutzt werden,
um die Entropie eines idealen einatomigen Gases in einem
beliebig gegebenen Zustand zu berechnen. Alles Wesentliche
dieser Berechnung findet sich zwar schon in den zum Teil
noch weiter ausgreifenden Untersuchungen von L. Borrzmann?!
iiber die mechanische Theorie der Wirme; indessen wird es
sich doch empfehlen, hier auf jenen ganz einfachen Fall be-
sonders einzugehen, einmal um die Berechnungsweise und die
physikalische Bedeutung der mechanischen Entropie mit der-
jenigen der Strahlungsentropie bequemer vergleichen zu kénnen,
dann aber hauptsiichlich deshalb, um die Bedeutung der -uni-
versellen Konstanten & der Gleichung (203) in der kinetischen
Gastheorie klar hervortreten zu lassen; und dazu geniigt natiirlich
die Behandlung eines einzigen speziellen Falles.

§ 139. Wir denken uns ein ideales, aus N gleichartigen
einatomigen Molekiilen bestehendes Gas in einem gegebenen
Zustand und fragen nach der Entropie des Gases in diesem
Zustand. Da der Zustand als gegeben vorausgesetzt ist, so ist
das Gesetz der Raum- und der Geschwindigkeitsverteilung als
bekannt anzunehmen (§ 185). Betrachten wir also das Raum-

! L. BoLtzmann, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. zu Wien (II) 78,
p- 818, 1877. Vgl auch Gastheorie 1, p. 38, 1896,
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gebiet, welches durch die Raumkoordinaten z, y, # und ihre
Differentiale dz, dy, dz, und das Geschwindigkeitsgebiet, welches
durch die Geschwindigkeitskomponenten &, #, £ und ihre Differen-
tiale d&, dn, d{ charakterisiert wird, so ist die Anzahl der
Molekiile, deren Koordinaten und Geschwindigkeiten zugleich in
diesen beiden Gebieten liegen, als gegeben anzusehen. Die Aus-
dehnung eines solchen ,Elementargebietes:
dz-dy-dx-df-dn-df = do

ist klein gegen die &duBere Begrenzung des Gesamtgebietes, aber
doch immerhin so gro8 zu denken, daB sich viele Molekiile
darin befinden; denn sonst konnte der Zustand nicht elementar

ungeordnet sein. © Wir setzen daher die Anzahl der in dem
Elementargebiet do befindlichen Molekiile gleich:

f(x) Y, %, §; 7, C)'d()'. (204)

f ist hier als eine endliche bekannte Funktion der Koordinaten
und der Geschwindigkeitskomponenten anzusehen, deren analyti-
scher Ausdruck das gesamte Verteilungsgesetz und damit den
Zustand des Gases eindeutig darstellt. Denn auf die speziellere
Anordnung der Molekiile innerhalb eines einzelnen Elementar-
gebietes kommt es weiter nicht an. Wir wollen f als stetig
und differentiierbar voraussetzen; im iibrigen muB f nur die eine
Bedingung erfiillen, daB sich durch Integration tiber alle Elementar-
gebiete die Gesamtzahl der Gasmolekiile ergibt:

[rao=n. (205)

§ 140. Es handelt sich jetzt im wesentlichen um die Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeit W fiir die gegebene Raum-
und Geschwindigkeitsverteilung, welche nach § 136 gleich ist
der Anzahl von Komplexionen, die.dieser Verteilung entsprechen.
Zu diesem Zwecke nehmen wir zuniichst, was bisher nicht wesent-
lich war, alle Elementargebiete do als gleich groB an.

Nun kann man die gegebene Raum- und Geschwindigkeits-
verteilung anschaulich illustrieren dadurch, da8 man die ver-
schiedenen gleich groBen Elementargebiete numeriert, die Nummern
nebeneinander schreibt, und unter jede Nummer die Anzahl der
Molekiile setzt, welche in dem betreffenden Gebiet liegen. Hitten
wir z. B. nur 10 Molekiile und nur 7 Elementargebiete, so wiirde
eine bestimmte Verteilung durch folgendes Ziffernbild dargestellt:
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welches besagt, daB
1 Molekiil im 1. Elementargebiet,

2 Molekiile ,, 2. "
0 Molekiil ,, 3. "
0 ” ” 4. ”
1 ” » O 9
4 Molekiile ,, 6. "
2 5y ” liegen.

Diese bestimmte Verteilung kann nun durch viele verschiedene
individuelle Zuordnungen oder Komplexionen realisiert werden,
je nachdem ein bestimmtes ins Auge gefaBtes Molekiil in dieses
oder in jenes Elementargebiet zu liegen kommt. Um sich eine
einzelne derartige Komplexion zu versinnbildlichen, kann man die
Molekiile mit Ziffern versehen, diese nebeneinander schreiben, und
unter jede Molekiilziffer die Nummer desjenigen Elementargebiets
setzen, welchem das betreffende Molekiil bei dieser Komplexion
angehort. Fir die oben angefiihrte Verteilung erhalten wir so
als Ausdruck einer einzelnen dazugehérigen beliebig heraus-
gegriffenen Komplexion das folgende Ziffernbild:

1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
(206){6175622667.

Hierdurch ist ausgedriickt, daB
das 2. Molekiill . . . im 1. Elementargebiet,

s 6.u. 7 Molekil. . ., 2. ”
s 4.Molekil . . . , b »
» 1,0.,8.u 9. Molekiil , 6. »
s 3.u 10. Molekil . ,, 7. ’ liegt.

Wie man durch einen Vergleich mit der vorigen Tabelle un-
mittelbar erkennt, entspricht diese Komplexion in der Tat in
allen Stiicken dem oben angegebenen Verteilungsgesetz, und
ebenso lassen sich leicht viele andere Komplexionen angeben,
welche zu dem n#mlichen Verteilungsgesetz gehoren. Die
gesuchte Zahl aller moglichen Komplexionen ergibt gich nun
durch die Betrachtung der unteren der beiden Ziffernreihen (206).
Denn da die Anzahl der Molekiile gegeben ist, so enthilt die
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Ziffernreihe eine bestimmte Anzahl Stellen. Da ferner das
Verteilungsgesetz gegeben ist, so kommt jede Ziffer (d. h. jedes
Elementargebiet) stets gerade so oft in der Reihe vor, als die
Anzahl der Molekiile betrigt, die in dem betreffenden Elementar-
gebiet liegen. Im iibrigen bedingt jede Verinderung des Ziffern-
bildes eine neue individuelle Zuordnung der Molekiile zu den
Gtebieten, also eine neue Komplexion. Die Anzahl der méglichen
Komplexionen, oder die Wahrscheinlichkeit W des gegebenen
Zustandes, ist also gleich der Anzahl der unter den genannten
Bedingungen moglichen ,,Permutationen mit Wiederholung¥.
In dem gewshlten einfachen Zahlenbeispiel ergibt sich hierfiir
nach einer bekannten Formel der Ausdruck:
1
112! 0!13! rrarer = 37800.

Die Form dieses Ausdrucks ist so gew#hlt, daB sie leicht
auf den hier vorliegenden Fall der Gasmolekiile verallgemeinert
werden kann. Der Zshler enthilt die Fakultit oder Faktorielle
der Gesamtzahl N der betrachteten Molekiile, der Nenner das
Produkt der Fakultiten der Molekiilzahlen, welche in jedem
einzelnen Elementargebiet liegen, und welche in unserem Falle
durch den Ausdruck (204) gegeben sind.

Daher erhalten wir fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit der
gegebenen Raum- und Geschwindigkeitsverteilung, und somit des
gegebenen Gaszustandes:

w

N!
T I (fdol’ .
Das Zeichen IT bedeutet das Produkt, erstreckt iiber alle
Elementargebiete do.

§ 141. Daraus ergibt sich nach (203) fir die Entropie des
Gases in dem gegebenen Zustand:

S=1rklogN!— k> log(f ds)! + const.

Die Summation > ist iiber alle Elementargebiete do zu er-
strecken.

Da fdo eine groSe Zahl ist, so 1Bt sich fir die Fakultit
derselben die Stirrinagsche Formel anwenden, welche fiir eine
groBe Zahl » abgekiirzt lautet:?

! Vgl. z. B. E. Czuser, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Leipzig,
B. G. Teubner), p. 22, 1903.
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(207 nl = (%)" V2zun.

Also, mit Fortlassung unwesentlicher Glieder:
logn! = n(logn — 1).
Daher wird, wenn man f d¢ statt » setat:
S=1FklogN! — k> fdo[log(fds) — 1] + const.

Das Summenzeichen >’ ersetzen wir weiterhin durch das Integral-
zeichen. Ferner wollen wir alle additiven konstanten Glieder in die
const aufgenommen denken. Dazu gehort zunichst das Glied mit N,
ferner der Faktor d¢ hinter dem Logarithmus, weil alle Elementar-
gebiete gleich groB sind, und weil >/ do = N konstant ist, end-
lich das Glied mit — 1. So bleibt fiir die Entropie des Gases
der Ausdruck ibrig:

(208) S = const — kff logfdo,

gliltig fir jede beliebige gegebene Raum- und Geschwindigkeits-
verteilung der Gasmolekiile, also fiilr jeden Zustand des Gases.

§ 142. Wir wollen nun speziell die Entropie des Gases
in einem Gleichgewichtszustand bestimmen, und fragen
daher zunichst nach derjenigen Form des Verteilungsgesetzes,
welches dem thermodynamischen Gleichgewicht entspricht. Nach
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist ein Gleichgewichts-
zustand durch die Bedingung ausgezeichnet, daB bei gegebenen
.Werten des Gesamtvolumens ¥ und der Gesamtenergie U die
Entropie S ihren Maximalwert annimmt. Setzen wir also das
Gesamtvolumen der Gasmolekiile:

V=fffda;dydz

und die Gesamtenergie derselben:

(209) U= [E@+r+)fdo

als gegeben voraus (m Masse eines Molekiils), so muB fiir den
Gleichgewichtszustand die Bedingung gelten:

08=0
oder nach (208):

210) f(logf+ 1)0fda =0,
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wobei die Variation df sich auf eine beliebige mit den ge-
gebenen Werten von N, ¥V und U vertrigliche Anderung des
Verteilungsgesetzes bezieht.

Nun ist wegen der Unverinderlichkeit der Gesamtzahl N
der Molekiile nach (205):

fé‘fd0'=0

und wegen der Unverénderlichkeit der Gesamtenergie U nach (209):
f(§2+q’+§’)8fda=0.

Folglich ist zur Erfillung der Be&ingung (210) fur alle zu-
lissigen Of hinreichend und notwendig, daf
logf + (& + #* + £?) = const

oder: f=oae @+ +8), (211)
wobei « und 8 konstant. Im Gleichgewichtszustand ist also
die Raumverteilung der Molekiile gleichm#Big, d. h. unabhingig
von z, y, z, und die Geschwindigkeitsverteilung ist die bekannte
MaxwerLsche.

§ 143. Die Werte der Konstanten « und 8 ergeben sich

aus denen von N, ¥V und U. Denn die Substitution des gefundenen
Ausdrucks von f in (205) ergibt:

+00
N=TVea e=BELT N dE dy dl = Ve [Z H
i 8
und die Substitution von 7 in (209) ergibt:
+
U= V.%afff(gz + 0P e BE+T ) GE dy dL,
-

U= 8 Vma%(l'—)*

4 3
Daraus folgt: N 4N
_ N (8mN\} _8m
“__V"(MU)’ B=—7

und daraus endlich nach (208) der Ausdruck der Entropie S
des Gases im Gleichgewichtszustand bei gegebenen - Werten
von N, V und U: ‘

8 = const + kN (3 log U + log 7). (212)

PLANCK, Wirmestrahlung. 10
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Hier enthiilt die additive Konstante Glieder mit N und mit m,
nicht aber solche mit U oder mit V.

§ 144. Die hier durchgefiithrte Bestimmung der Entropie
eines einatomigen Gtases stiitzt sich lediglich auf den allgemeinen
durch die Gleichung (203) ausgedriickten Zusammenhang zwischen
Entropie und Wahrscheinlichkeit; insbesondere haben wir bei
unserer Berechnung an keiner Stelle von irgend einem speziellen
Satz der Lehre von den Gasen Gebrauch gemacht. Daher ist
es von Wichtigkeit, zu sehen, wie nun aus dem gefundenen
Ausdruck der Entropie das gesamte thermodynamische Verhalten
eines einatomigen (Yases, namentlich die Zustandsgleichung und
die Werte der spezifischen Wirme, direkt mittels der Haupt-
sitze der Thermodynamik erschlossen werden kann. Denn aus
der allgemeinen thermodynamischen Definitionsgleichung der
Entropie:

(213) ds= E_Q_ﬂ‘;_d‘_’_

ergeben sich die partiellen Differentialquotienten von § nach U/
und nach V:
o= (57)-%
aTly T°' 9V)v T

Folglich fiir unser Gas, mit Benutzung von (212):

a8 8 kN 1
(214) () =37 =7
und :
a8 kN
(215) (W)U=‘T=%'
Die zweite dieser Gleichungen:
_ kNT
== T

enthélt die Gesetze von BoyLE, Gay Lussac und AvoGapro,
das letztere deshalb, weil der Druck nur von der Anzahl N,
nicht von der Beschaffenheit der Molekiile abhéngt. Schreibt
man sie in der gewbhnlichen Form:
BnT
b= Vv
wo n die Anzahl der Grammolekiile oder der Mole des Gases,
bezogen auf O, =32g, und B die absolute Gaskonstante be-
zeichnet:
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R = 831108 ;ffd , ' (216)
so ergibt sich durch Vergleichung:
p=En. 217)

Nennen wir also @ das Verhiiltnis der Molzahl zur Molekiilzahl,
oder, was dasselbe ist, das Verhaltnis der Molekiilmasse zur

Molmasse, @ = %, 80 kommt:
k= oR. (218)
Hieraus kann man, wenn o gegeben ist, die universelle Kon-

stante % berechnen, und umgekehrt.
Die Gleichung (214) lautet:

U=3$kNT. 219)
Da nun andererseits die Energie eines idealen Gases:
U= A4ne,T,

wo ¢, die Warmekapazitit eines Mol bei konstantem Volumen
in Kalorien, 4 das mechanische Wirmeiiquivalent bedeutet:

A4 =419.105 28, (220)
cal
so folgt:
8 kN
% =% 4dn

und mit Berticksichtigung von (217):

8 R _ 3 831.10°
“=374 =7 .10 = N (221)

als Molwiirme irgend eines einatomigen (Gtases bei konstantem
Volumen in Kalorien.!

Fir die Molwirme ¢, bei konstantem Druck folgt aus dem
ersten Hauptsatz der Thermodynamik:

R
cp - 00 = I‘ ’
also mit Ricksicht auf (221):
' 5
Cp = C,= 5 Cy» —%=§‘,

wie fiir einatomige Gase bekannt.

! Vgl. F. Ricaarz, Wiep. Ann. 87, p. 705, 1899,
10*
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Die mittlere Energie oder die mittlere lebendige Kraft L
eines Molekiils ergibt sich aus (219) zu:

(222) B —L=1kT.

Man sieht, daB sich alle diese Beziehungen lediglich aus
der Identifizierung des mechanischen Ausdrucks (208) mit dem
thermodynamischen Ausdruck (213) der Entropie ergeben.

Drittes Kapitel.
Berechnung der Strahlungsentropie und Folgerungen daraus.
Energieverteilungsgesetz. Elementarquanta.

§ 145. Nachdem wir gesehen haben, wie man fiir ein
ideales Gas den Ausdruck der Entropie direkt aus der Wahr-
scheinlichkeit des Zustandes berechnen kann, und wie sich
daraus alle thermodynamischen Eigenschaften des Gases durch
eine direkte Anwendung der Hauptsitze der Thermodynamik
ableiten lassen, wollen wir jetzt denselben (Gedankengang fiir
die strahlende Wiarme durchfihren. Aus dem WiENschen
Verschiebungsgesetz erhielten wir in der Gleichung (119) einen
Ausdruck fir die rdumliche Entropiedichte 8 als Funktion der
riumlichen Energiedichte u, ferner in der Gleichung (134) einen
Ausdruck fur die Entropie  eines einzelnen Strahles als Funktion
seiner spezifischen Intensitéit ®, endlich in der Gleichung (200)
einen Ausdruck fiir die Entropie S eines der Wirmestrahlung
ausgesetzten Resonators als Funktion seiner Energie U. Jeder
dieser drei Ausdriicke enthilt eine bis jetzt noch wunbekannt
gebliebene universelle Funktion eines einzigen Arguments, und
die Berechnung dieser Funktion ist es, worauf es im folgenden
ankommt. Wenn diese Aufgabe fiir eine der drei genannten
Ausdriicke geldst ist, sind damit auch die beiden anderen Aus-
driicke gefunden, vermoge der bekannten frither abgeleiteten Be-
ziehungen zwischen den GréBen 8, € und S untereinander, und
der GroBen u, & und U untereinander. Wir kénnen daher von
vornherein an irgend eine jener drei (leichungen ankniipfen.
Am meisten empfiehlt es sich natiirlich, die einfachste unter
ihnen auszuwihlen, und das ist, wie schon frither hervorgehoben,
die Resonatorgleichung (200):
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S=F (%) , (228)

wenn wir die Schwingungszahl der Eigenperiode des Reso-
nators von jetzt an kurz mit » ohne Index bezeichnen. Die
Funktion F enthilt auBer ihrem Argument nur universelle
Konstante.

§ 146. Bei der niheren Untersuchung der Entropie eines
Resonators von gegebener Energie ist die erste Frage die nach
der Art der elementaren Unordnung, auf welcher die Entropie
beruht und ohne welche sie keine Bedeutung besitzt (§ 132).
Die Antwort bierauf gibt ein Blick auf die Gleichungen (187)
und (195). Hiernach sind die Schwingungen eines der statio-
ndren Wirmestrahlung ausgesetzten Resonators zusammengesetzt
aus einer groBen Reihe von Partialschwingungen, und seine
Energie ist ein Mittelwert aus sebr vielen im einzelnen nicht
kontrollierbaren GroBen. Diese zahlreichen voneinander un-
abhiingigen Partialschwingungen sind es also, die bei dem Reso-
nator in bezug auf die elementare Unordnung dieselbe Rolle
spielen, die bei einem Gase den zahlreichen durcheinander-
fliegenden Molekillen zukommt. So wenig man bei einem
Gase von einer endlichen Entropie sprechen kann, wenn alle
Molekiile gleiche und gleichgerichtete, oder auch nur in irgend
einer Weise geordnete Geschwindigkeiten besitzen, ebensowenig
kommt einem Resonator eine endliche Entropie zu, wenn seine
Schwingungen etwa einfach periodisch sind oder wenn sie iiber-
haupt nach irgend einem bestimmten Gesetz erfolgen, das alles
bis ins einzelne regelt. Denn dann ist der Schwingungsvorgang
nicht mehr elementar ungeordnet. Daher besitzt z. B. ein Reso-
nator, der von auBen iberhaupt nicht erregt wird, dessen
Schwingungen also einfach mit konstanter D#mpfung nach
Gleichung (169) abklingen, keine endliche Entropie und keine
endliche Temperatur, obwohl er eine endliche Energie besitzen
kann.

Ob nun die Resonatorschwingungen elementar ungeordnet
sind vder nicht, kann man offenbar gar nicht beurteilen, wenn
man den Zustand des Resonators nur zu einem bestimmten
Zeitpunkt beriicksichtigt. Denn dann bleibt es noch ganz un-
entschieden, ob der Zustand sich mit der Zeit regelm#Big oder
regellos #ndert. Damit stimmt auch ganz tiberein, daB wir die
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Energie U eines der stationiren Wirmestrahlung ausgesetzten
Resonators nur als einen zeitlichen Mittelwert definieren konnen,
wie in § 128 geschehen ist. Aus diesem Grund besitzt auch
die Entropie S eines Resonators nicht fiir einen Zeitpunkt,
sondern nur fiir ein Zeitintervall Bedeutung, das viele Resonator-
schwingungen umfaBt, und wir kénnen nur von einem zeitlichen
Mittelwert der Entropie reden.! Kurz gesagt: bei den Wirme-
schwingungen eines Resonators ist die Unordnung eine zeitliche,
wahrend sie bei den Molekularbewegungen eines Gases eine
raumliche ist. Doch fillt dieser Unterschied fiir die Be-
rechnung der Entropie des Resonators nicht so schwer ins
Gewicht, als es vielleicht auf den ersten Anblick scheinen
mochte; denn er 1aBt sich durch eine einfache Betrachtung
beseitigen, was im Interesse einer gleichférmigen Behandlung
von Vorteil ist.

Der zeitliche Mittelwert U der Energie eines einzelnen in
einem stationir durchstrahlten Vakuum befindlichen Resonators
ist namlich offenbar identisch mit dem in einem bestimmten
Zeitpunkt genommenen Mittelwert der Energien einer sehr
groSen Anzahl N von genau gleichbeschaffenen Resonatoren,
die sich in dem nimlichen stationiren Strahlungsfelde befinden,
aber so weit voneinander entfernt, daB ihre Schwingungen sich
nicht direkt merklich beeinflussen. Natiirlich muB zu diesem
Zweck das Feld von hinreichender réumlicher Ausdehnung ge-
nommen werden. Damit ist die Frage nach der Verteilung der
Energie unter die einzelnen Partialschwingungen eines einzigen
Resonators zuriickgefiihrt auf die raumliche Verteilung der
Energie auf die N Resonatoren, wie es dem bei den Gas-
molekiilen behandelten Fall besser entspricht.

§ 147. Um nun die Entropie dieses Systems von N in einem
stationiren Strahlungsfelde befindlichen gleichbeschaffenen Reso-
natoren in einem gegebenen Zustand zu berechnen, miissen wir
nach den Ausfithrungen des § 135 zunichst nach denjenigen
GroBen fragen, welche den physikalischen Zustand des Systems
bestimmen. Das ist hier einzig und allein die mittlere Energie U

! Bei der Anwendung auf nichtstationire Felder muB das dem
Mittelwert zugrunde gelegte Zeitintervall so klein genommen werden, da8
das Feld als stationir betrachtet werden kann. Vgl. § 8.
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eines einzelnen Resonators, bez. die Gesamtenergie Uy des ganzen
Systems von Resonatoren, welche mit U durch die Gleichung:

N-U= Uy (224)

zusammenhiéingt. Denn da das Strahlungsfeld stationir ist, so
ist durch die Energie der physikalische Zustand des ganzen
Systems bestimmt.! In diesem Punkt liegt der wesentlichste
Unterschied zwischen dem hier behandelten Fall und dem
fritheren eines Gases. Denn dort war der Zustand bedingt
durch die Art der Raum- und Geschwindigkeitsverteilung unter
den Molekiilen, die von vornherein ganz beliebig angenommen
werden konnte. Krst wenn das Verteilungsgesetz gegeben war,
konnte der Zustand als bekannt angenommen werden. Hier
dagegen geniigt die Angabe der Gesamtenergie Uy der N Reso-
natoren fiir die Bestimmung des Zustandes; die speziellere Art
der Verteilung der Energie Uy unter die einzelnen Resonatoren
unterliegt nicht mehr der Kontrolle, sie ist ganz dem Zufall,
der elementaren Unordnung, anheimgegeben. Denn die Be-
dingung, daB das Strahlungsfeld stationdr ist, bedeutet hier
nicht etwa einen speziellen Fall unter vielen anderen, sondern
sie gehort hier mit zu den n?};wendigen Voraussetzungen; sonst

N
N
haben, mit dem zeitlichen Mittelwert der Energie eines einzelnen
Resonators identifizieren.

§ 148. Es handelt sich nun weiter um die Wahrscheinlich-
keit W des durch die Euergie Uy bestimmten Zustandes der
N Resonatoren, d. h. um die Anzahl der individuellen Zu-
ordnungen oder Komplexionen, welche der Verteilung der
Energie Uy auf die N Resonatoren entsprechen (§ 136). Wir
konnten hier ganz analog wie bei den Gasmolekiillen verfahren,
indem wir nur beriicksichtigen, daB der gegebene Zustand des
Resonatorensystems nicht, wie dort, eine einzige, sondern eine
groBe Anzahl von verschiedenen Verteilungsgesetzen zuliBt, da
die Anzahl der Resonatoren, welche eine bestimmte GréBe der
Energie besitzen (besser: welche in ein bestimmtes ,Energie-
gebiet hineinfallen), keine vorgeschriebene ist, sondern variieren

koénnte man den Quotienten nicht mehr, wie wir es getan

1 Dag ,,System* umfalt natiirlich nur die NV Resonatoren selber; das
Strahlungsfeld gehdrt nicht mit dazu.
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kann. Betrachten wir nun alle mdgliche Arten von Energie-
verteilungsgesetzen und berechnen fiir jedes derselben die ihm
entsprechende Anzahl von Komplexionen, genau wie bei den
Gasmolekillen, so erhalten wir durch Addition simtlicher so
erhaltener Komplexionszahlen die gesuchte Wahrscheinlichkeit W
des gegebenen physikalischen Zustandes.

Schneller und bequemer als auf dem angegebenen Wege
kommen wir folgendermaBen zu demselben Ziele. Wir teilen
die gegebene Gesamtenergie Uy in eine groBe Anzahl P gleiche
Teile von der GrdBe &, deren jeden wir ein Energieelement
nennen. Dann ist:

(225) P= ffi
Diese P Energieelemente sind nun auf alle mogliche Weise unter
die NV Resonatoren zu verteilen, wobei es aber nicht darauf an-
kommt, welche Energicelemente, sondern nur wieviel Energie-
elemente auf einen bestimmten Resonator entfallen. Denken
wir uns also die N Resonatoren numeriert und die Ziffern
nebeneinander in eine Reihe geschrieben, und zwar jede Ziffer
so oft, als die Zahl der Energieelemente betrigt, die anf den
betreffenden Resonator entfallen, so erhalten wir durch eine
solche Ziffernreihe das Bild einer bestimmten Komplexion, in
welcher jedem individuellen Resonator eine bestimmte Energie
zukommt. Die Anordnung der Ziffern in der Reihe ist fiir die
Komplexion gleichgiiltig, da eine bloBe Umstellung der Ziffern
an der Energie eines bestimmten Resonators nichts indert.
Besitzt in der Komplexion ein Resonator gar keine Energie,
s0o kommt seine Ziffer in der Reihe gar nicht vor. Die Ge-
samtzahl der Zifferstellen ist notwendig P, d. h. die Zabl der
zu verteilenden Energieelemente. Somit ist die Anzahl aller
moglichen verschiedenen Komplexionen gleich der Anzahl der
moglichen , Kombinationen mit Wiederholung von N Elementen
zur P. Klasse*:
N+ P-1

W=-"-nip
und dies ist zugleich die gesuchte Wahrscheinlichkeit des ge-
gebenen Zustandes der N Resonatoren. Wenn beispielsweise
N=3, P=4, so sind die Bilder aller mdglichen Kom-
plexionen:
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1111 11 8 38 2 2 2 2
111 2 1 2 2 2 2 2 2 3
111 3 1 2 2 38 2 2 3 3
11 2 2 1 2 3 38 2 3 3 38
11 2 38 1 3 3 38 3 2 8 38

Die Anzahl aller méglichen Komplexionen ist hier W = 15, wie
es der Formel entspricht.

Fir die Entropie Sy des Resonatorsystems erhalten wir
daher nach Gleichung (208), da N und P groBe Zahlen sind,
mit Weglassung der additiven Konstanten:

(N + P)!
N! P!

und mit Benutzung der Stirrinaschen Formel (207):
Sy = k{(N + P)log(N + P)— Nlog N — Plog P}.
Ersetzt man nun nach (225) P durch Uy und nach (224) Uy

durch T, so ergibt sich nach leichter Umformung fiir die Entropie
der N gleichbeschaffenen Resonatoren:

Sw= ({1 + 2 og 1+ 2) = Z1og 7}
und fir die Entropie eines einzelnen Resonators:
S=§§=k{(l +%)log(1 +—g) ——glog%}-

Ein Vergleich dieses Ausdrucks mit (223) zeigt, daB das Energie-
element s proportional der Schwingungszahl » der Eigenperiode
des Resonators sein muB. Wir setzen daher:

e=hv, (226)
wobei % konstant, und erhalten dadurch:

S=k {(1 + h—ti-) log (1 + h_U,,) - %logh%} (227)

als Losung des behandelten Problems.

§ 149. Auffallend an diesem Resultat ist zunichst das
Auftreten einer neuen universellen Konstante 2 von der Dimension
eines Produkts aus Energie und Zeit. Hierin liegt ein wesent-
licher Unterschied gegeniiber dem Ausdruck der Entropie eines
Gases, wo die GrioBe eines Elementargebiets, die wir do nannten,

Sy = klog
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aus dem SchluBresultat ganz verschwindet, da sie sich nur in
der physikalisch bedeutungslosen additiven Konstanten geltend
macht. Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen, daB die
Konstante % bei den elementaren Schwingungsvorgingen in
einem Emissionszentrum eine gewisse Rolle spielt, zu deren Er-
grindung von elektrodynamischer Seite her unsere bisherige
Theorie jedoch keine niheren Anhaltspunkte liefert.! Und doch
wird die Thermodynamik der Strahlung erst dann zum voll-
stindig befriedigenden AbschluB gelangt sein, wenn die Kon-
stante kb in ihrer vollen universellen Bedeutung erkannt ist. Ich
mochte dieselbe als ,,elementares Wirkungsquantum* oder als
,» Wirkungselement* bezeichnen, weil sie von derselben Dimension
ist wie diejenige GroBe, welcher das Prinzip der kleinsten
Wirkung seinen Namen verdankt.

§ 150. Es ist von Interesse sich besonders zu vergewissern,
daB man zu dem namlichen Ausdruck der Entropie wie oben
gelangt, wenn man bei der Berechnung der Anzahl von Kom-
plexionen, die einem gegebenen Zustand entsprechen, nicht von
vornherein auf die Energie, die ja immerhin eine zusammen-
gesetzte GroBe ist, Bezug nimmt, sondern direkt auf den elektro-
magnetischen Zustand der einzelnen Resonatoren zuriickgeht,
was fiir die Berechnung nicht ganz so einfach, aber allgemeiner
und daher rationeller ist. Es handelt sich hierbei im wesent-
lichen um die richtige Ausmessung der ,Elementargebiete“ des
Zustandsbereichs, da deren GréBe ja der Berechnung der
Komplexionen zugrunde gelegt wird und somit in letzter Linie
den MaBstab fiir die Vergleichung der Wahrscheinlichkeiten ver-
schiedener Zustinde liefert. Der elektromagnetische Zustand
eines Resonators ist nach § 104 bestimmt durch die Werte
von f und f. Trigt man also in einer Koordinatenebene f als
Abszisse, f als Ordinate auf, so entspricht jeder Punkt der Ebene
einem bestimmten Zustand des Resonators, und umgekehrt.
Doch ist die GroBe eines Flichenelements in dieser Ebene
keineswegs im allgemeinen ein Ma8 der Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB der Zustand des Resonators durch einen Punkt innerhalb
des Flichenelements dargestellt wird. Dieser einfache Satz gilt
vielmehr nur dann, wenn man als Ordinate statt / den der

! Vgl. die Anmerkung in § 109.
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Koordinate f entsprechenden ,,Impuls (oder das ,,Moment* von f),
niamlich die GréBe:
U _
| 37 - 9,
d. h. nach (142): g=0Lf (228)

nimmt.! Wir denken uns also f und g als die Koordinaten
eines Punktes der Zustandsebene, und fragen zunichst nach
der GroBe der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Energie des
Resonators zwischen den Werten U und U+ A U liegt. Diese
Wahrscheinlichkeit wird gemessen durch die GroBe desjenigen
Flachenstiicks in der Ebene der Zustandsvariabeln f und g,
welches von den Kurven U = const und U+ A U= const be-
grenzt wird.

Nun ist die Energie des Resonators in dem Zustands-
punkt (f, g) nach (142) und (228) gegeben durch:

2 2 L’

folglich ist die Kurve U = const eine Ellipse mit den Halbachsen:

l /2U
—f und v2UL.

Ihr Flicheninhalt betrigt mithin:
2T | /T U
V1 —K-°V2UL=21¢U f=7,

wenn man nach Gleichung (166) die Schwingungszahl » der
Eigenperiode des Resonators einfithrt. Ebenso ergibt sich der
Flicheninhalt der Ellipse U+ A U = const als:

U+AU.
v

Die Differenz der beiden Flichenriume, das MaB der gesuchten

‘Wahrscheinlichkeit, betrigt mithin ATU. Denken wir uns nun

die ganze Zustandsebene durch eine groBe Anzahl derartiger
Ellipsen so in einzelne Abschnitte geteilt, daB die von je zwei
aufeinanderfolgenden Ellipsen begrenzten ringformigen Flichen-
stiicke einander gleich sind, d. h. so, daB

1 Vgl. z. B. L. Bourzmaxx, Gastheorie II, p. 62ff.,, 1898, oder
J. W. GiBBs, Elementary Principles in Statistical Mechanics, Chapter I, 1902.
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a0 _ const,

8o erhalten wir dadurch diejenigen Abschnitte A U der Energie,
welche gleichen Wahrscheinlichkeiten entsprechen und welche
daher als die Energieelemente zu bezeichnen sind. Setzen wir
die GroBe eines Energieelements A U= s und die const der
letzten Gleichung gleich %, so kommen wir genau zu der fritheren
Gleichung (226) zuriick, ohne daB wir das Wiensche Verschiebungs-
gesetz herangezogen haben. Zugleich zeigt sich uns hier das
elementare Wirkungsquantum % in einer neuen Bedeutung,
namlich als die GroBe eines Elementargebiets in der Zustands-
ebene eines Resonators, giiltig fir Resonatoren von ganz be-
liebiger Schwingungsperiode. Der Umstand, daB die Konstante %
als eine bestimmte endliche GrioBe eingefithrt wird, ist charak-
teristisch fiir die ganze hier entwickelte Theorie. Wiirde man &
unendlich klein annehmen, so kime man zu einem Strahlungs-
gesetz, welches als ein spezieller Fall aus dem allgemeinen
hervorgeht (das Rayreieasche Gesetz, vgl. § 154 und nament-
lich § 166).

§ 1561. Die Gleichung (227) fithrt zuniichst mit Ricksicht
auf die Beziehungen (198) und (193) zu dem Ausdruck ‘der
Entropiestrahlung @ eines monochromatischen geradlinig polari-
sierten Strahles von der spezifischen Strahlungsintensitit & und
der Schwingungszahl »:

k 3 IR !@ 2 2
(229) 2="% {(1 + ;_y-,-) log (1 + %,—,) - ;—ﬁlog%}
als bestimmtere Fassung der Gleichung (134) des WieNschen
Verschiebungsgesetzes.
Ferner folgt mit Riicksicht auf (197) und (194) die rium-
liche Entropiedichte 3 einer gleichm#ifigen monochromatischen

unpolarisierten Strahlung in ihrer Abhingigkeit von der rium-
lichen Energiedichte u:

8n k»? cdu cu cu ciu
(230) §= c® {(1 + 8n hv‘) log (1 + 8w hv’) T 8ah»® logSn hv’}

als bestimmtere Fassung der Gleichung (119).

§ 152. Nun wollen wir in jede der drei Gleichungen (227),
(229), (230) die Temperatur T des Resonators bez. der mono-
chromatischen Strahlung einfiihren und die EnergiegroBen U, ®
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und u durch die Temperatur 7 ausdriicken. Wir benutzen
dazu je eine der Gleichungen (199), (185) und (117), und er-
halten dann:
Fir die Energie des Resonators:

v=_"r_. 281)

hy
e*T —1

Fir die spezifische Intensitit eines monochromatischen gerad-
linig polarisierten Strahles von der Schwingungszahl »:

hv? 1
eﬁ— 1
Fir die riumliche Energiedichte der gleichmiiBigen mono-
chromatischen unpolarisierten Strahlung von der Schwingungs-
zahl »:

87 hr® 1
p=Smht 1 238)

e*T —1

Unter allen verschiedenartig zusammengesetzten Strahlungen ist
die schwarze Strahlung dadurch ausgezeichnet, daf alle darin
enthaltenen monochromatischen Strahlen die nimliche Tempe-
ratur besitzen (§ 93). Daher liefern diese (Gleichungen auch
das Gesetz der Energieverteilung im Normalspektrum, d. h. im
Emissionsspektrum eines in bezug auf das Vakuum schwarzen
Korpers.

Bezieht man die spezifische Intensitit eines monochromati-
schen Strahles nicht auf die Schwingungszahl », sondern, wie
es in der Kxperimentalphysik gewdhnlich geschieht, auof die
Wellenléinge 4, so erhilt man, mit Benutzung von (15) und (16),
den Ausdruck: .

B=2k. 1 (234)

als die Intensitit eines monochromatischen geradlinig polarisierten
Strahles von der Wellenlinge 4, der von einem auf der Tempe-
ratur T befindlichen schwarzen Kdrper senkrecht zur Oberfliche
in das Vakuum emittiert wird. Die dazu gehdrige riumliche
Strahlungsdichte der unpolarisierten Strahlung ergibt sich durch

Multiplikation von E; mit 80_".
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Zur Geschlchte der Gleichung (234) vgl. weiter unten § 189,
Thre experimentelle Priifung hat bisher eine gute Ubereinstimmung
mit der Erfahrung ergeben.! Doch sind nach O. LuMMer und
E. PrinasaEIM ? die bisherigen Messungen noch nicht ausreichend,
um vom rein experimentellen Standpunkt aus die Allgemein-
gliltigkeit jener Formel als gesichert hinstellen zu kdnnen.

§ 168, Fir kleine Werte von AT (d. h. klein gegen die

Konstante %) geht (234) iiber in die Gleichung:

1 —_ch
(285) EA=3_5".6 T

welche das ,,Wiensche Energieverteilungsgesetz¢ ausspricht.®
Die spezifische Strahlungsintensitit & wird dann nach (232):

(236) =22 T

und die riumliche Energiedichte u nach (233):

hy

(287) u= 2200 7T

Fiir die Energie eines Resonators von der Schwingungszahl »
erhialt man dann aus (281):

hy

(288) U=hve *T,

Die Entropie S des Resonators als Funktion der Energie U
wird dann nach (227), da der Quotient % kleine Werte an-
nimmt:

(239) S =— log S h "
Diese Beziehungen gelten also fir jede Wellenlinge bei hin-
reichend tiefen Temperaturen, und fiir jede Temperatur bei hin-
reichend kurzen Wellen.

! Vgl. namentlich H. Rusens und F. KurLBaum, Sitzungsber. d. Akad.
d. Wissensch. zu Berlin, vom 25. Okt. 1900, p. 929. Drupes Ann. 4,
p- 649, 1901; und F. Pascren, Drubes Ann. 4, p. 277, 1901.

* 0. Lommer und E. Prinessemn, Drupes Ann. 6, p. 210, 1901.

8 W. Wien, Wiep. Ann. 68, p. 662, 1896.
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§ 154. Fir groBe Werte von A T hingegen wird aus (234):
ckT

=227, (240)

eine Beziehung, die zuerst von Lord RavyrLeiem! aufgestellt
worden ist, und die wir daher als ,Ravreieasches Strahlungs-
gesetz bezeichnen kénnen.

Fiir die spezifische Strahlungsintensitit ® ergibt sich dann
aus (232): ' »
Q= kl::T

(241)

und fiir die rdumliche Energiedichte u der monochromatischen

Strahlung aus (233):
8nkyT .
cﬂ

(242)

Die Energie eines Resonators wird dann nach (281):
U=kT, (243)

also einfach proportional der absoluten Temperatur und ganz
unabhiingig von der Schwingungszahl » der Eigenperiode, wie
iberhaupt von der natiirlichen Beschaffenheit des Resonators.

Fiir die Entropie S des Resonators als Funktion seiner
Energie U endlich ergibt sich unter derselben Voraussetzung, da

hiw dann groBe Werte annimmt:
' 8 =klog U+ const. (244)

Es ist von Interesse, den einfachen fiir lange Wellen oder
hohe Temperaturen giiltigen Wert (243) der Schwingungsenergie
eines Resonators zu vergleichen mit der frither in (222) be-
rechneten mittleren lebendigen Kraft L der Bewegung eines ein-
atomigen Molekiils bei der némlichen Temperatur. Der Ver-
gleich ergibt: :
U=3%L. (245)
Diése Beziehung, und damit auch die Identitit der Konstanten %
fir die Molekularbewegungen und fiir die Strahlungsvorginge,
wird von einer ganz anderen Seite her in sehr bemerkenswerter
Weise bestitigt durch eine Folgerung aus der Elektronentheorie.
Nach den Anschauungen dieser Theorie hat man sich nimlich

! Lord Ravieren, Phil. Mag. 49, p. 539, 1900.
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die von uns betrachteten linearen Schwingungen eines elementaren
Oszillators vorzustellen als geradlinige Bewegungen eines Elek-
trons. Dann muB nach einem Satz der statistischen Mechanik
in einem von Wirmestrahlung erfilllten Gase beim thermo-
dynamischen Gleichgewichtszustand die mittlere lebendige Kraft
dieser geradlinigen Elektronenbewegung gleich sein dem dritten
Teil der mittleren lebendigen Kraft der fortschreitenden Be-
wegung eines Molekiils; denn die letztere Bewegung wird durch
drei voneinander unabhingige Komponenten bestimmt, besitzt
also drei Grade von Bewegungsfreiheit, wihrend dagegen den
Elektronenschwingungen in unserem Oszillator nur ein einziger
Grad von Bewegungsfreiheit zukommt. Nun ist einerseits die
mittlere lebendige Kraft der Elektronenschwingungen gleich der
Halfte der ganzen Schwingungsenergie, also } U, andererseits
ist der dritte Teil der mittleren lebendigen Kraft der fort-
schreitenden Bewegung eines Molekiils gleich } L, also folgt
daraus die Beziehung (245). Sind verschiedenartige Resonatoren
mit verschiedenen Eigenschwingungen im Gase vorhanden, so
miissen sie alle die namliche mittlere Schwingungsenergie be-
sitzen, ebenso wie die mittlere lebendige Kraft der fort-
schreitenden Bewegung verschiedener Molekiilarten die gleiche
ist. In der Tat ist nach (243) U von » unabhingig.!

§ 1565, Fir die riumliche Gesamtdichte » der schwarzen
Strahlung bei irgend einer Temperatur T ergibt sich aus (238):

-

®
_ dy = 8Swh v3dy
U= uevy = 8 hy

ekT 1

0 0

hy 2hy Shy

oder: u=-3 (e—"_f_'+e W+e_"_1'—+...)'u‘da/

1 Vgl. hierzu A. EmsteEIN, Drupes Ann. 17, p. 182, 1905. Die dort
hervorgehobene der Strahlungstheorie entgegenstehende Schwierigkeit rithrt
daher, daB die Bezichung (245) dort von vornherein als allgemeingiiltig
vorausgesetzt wird, wihrend nach der hier dargestellten Theorie der er-
wihnte Satz der statistischen Mechanik nur fiir hinreichend groBe Werte
des Produkts 4 T' Giiltigkeit beanspruchen kann. Niheres iiber diesen
prinzipiell wichtigen Punkt s. § 166.



und durch gliedweise Integration:

48nh (KT\*
L (T) e, (246)
wobei zur Abkiirzung gesetat ist:
@=1+4 g+ oo + g +... = 1,0828. 247)

Hierdurch ist das SteFaN-BorTzMannsche Gesetz (75) aus-
gedriickt, mit der niheren MaBgabe, daB die Konstante dieses

Gresetzes:
¢
a=B7ek, (248)
§ 1566, Fir diejenige Wellenlsinge 4, welcher im Spektrum
der schwarzen Strahlung das Maximum der Strahlungsintensitit E,

entspricht, ergibt sich aus der Gleichung (234):

d E,
( di )).=1... =0

Die Ausfibrung der Differentiation liefert, wenn man zur Ab-

kiirzung setzt:
ch -
kin T F

o=+ 8 _1-0.
Die Wurzel dieser transzendenten Gleichung ist:
8 = 4,9651, (249)

ok ' also konstant, wie es das WiEmsche Ver-

mithin ist 1, 7 = FE!
schiebungsgesetz verlangt. Durch Vergleichung mit (109) erhilt
man die Bedeutung der Konstanten b:

b= %%. (250)

§ 1567. Zahlenwerte. Mit Hilfe der gemessenen Werte

von 4 und b lassen sich die universellen Konstanten % und &

leicht berechnen. Es folgt nimlich aus den Gleichungen (248)
und (250):

hom 288 b= 388 (251)

48nac 48na
PLANCK, Wirmestrahlung. 11
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Dies ergibt mit den angegebenen Werten der Konstanten a, b,
@, f, ¢, in (79), (110), (247), (249) und (51):

(262)  h=6,548-10"*"erg-sec, k=1346.1071° _;:fd_.

§ 1568. Zur Enthiillung der vollen physikalischen Bedeutung
des elementaren Wirkungsquantums % wird es noch mannigfacher
Forschungsarbeit bediirfen. Dagegen gestattet der gefundene
Wert von % leicht, den allgemeinen Zusammenhang zwischen
Entropie S und Wahrscheinlichkeit W, wie er durch die uni-
verselle Gleichung (203) ausgedriickt ist, nunmehr auch numerisch
im C.G.S.-System anzugeben. Es ist nimlich danach ganz all-
gemein die Entropie eines physikalischen Systems:

= .10—16. erg
(253) §=1,346-1071log W =&

zuziiglich einer willkiirlichen additiven Konstanten. Diese
Gleichung kann als die allgemeinste bisher existierende
Definition der Entropie angesehen werden.

In der Anwendung auf die kinetische Gastheorie erhalten
wir aus Gleichung (218) fiir das Verhiltnis der Molekiilmasse
zur Molmasse:

k 1,346 - 1010

(254) W = f = W = 1,62' 10—24,

d. h. auf ein Mol gehen
1
)

= 6,175-108

Molekille, wobei immer das Sauerstoffmol O, = 32g voraus-
gesetzt ist. Daher ist z. B. die absolute Masse eines Wasserstoff-
atoms (38, = 1,008 g) gleich 1,63.107%4g. Damit wird die An-
zahl der bei 0° C. und Atmosphirendruck in 1 ccm enthaltenen
Molekiile eines idealen Gases:

76 .18,6 - 981
(255) % = mj = 2,76' 1019.

Die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
eines Molekiils bei der absoluten Temperatur 7= 1 ist nach
(222) im absoluten C.G.S.-System:

(256) $k=2,02.10716,
Allgemein wird die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden
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Bewegung eines Molekiils durch das Produkt dieser Zahl und
der absoluten Temperatur 7 ausgedriickt.

Das Elementarquantum der Elektrizitat, oder die freie
elektrische Ladung eines einwertigen Ions oder Elektrons ist
im elektrostatischen MaBe;

6= w-9658.3-101 = 4,69.10710, 257)

Da die hier benutzten Formeln mit absoluter Genauigkeit gelten
so diirfen diese Zahlen so lange als die exaktesten Bestimmungen
der genannten physikalischen Grofen angesehen werden, bis die
zur Berechnung der universellen Konstante & benutzten Werte der
Strahlungskonstanten ¢ und 4 durch neuere Messungen verbessert
werden.

§ 169. Natiirliche MaBeinheiten. Alle bisher in Gebrauch
genommenen physikalischen MaBsysteme, auch das sogenannte
absolute C.G.S.-System, verdanken ihren Ursprung insofern dem
Zusammentreffen zufilliger Umstinde, als die Wahl der jedem
System zugrunde liegenden Einheiten nicht nach allgemeinen,
notwendig fir alle Orte und Zeiten bedeutungsvollen Gesichts-
punkten, sondern wesentlich mit Riicksicht auf die speziellen
Bediirfnisse unserer irdischen Kultur getroffen ist. So sind die
Einheiten der Linge und der Zeit aus den gegenwirtigen
Dimensionen und der gegenwirtigen Bewegung unseres Planeten
hergeleitet worden, ferner die Einheit der MaBe und der Tempe-
ratur aus der Dichte und den Fundamentalpunkten des Wassers,
als derjenigen Flissigkeit, die an der Erdoberfliche die wichtigste
Rolle spielt, genommen bei einem Druck, der der mittleren Be-
schaffenheit der uns umgebenden Atmosphire entspricht. An
dieser Willkiir' wiirde prinzipiell auch nichts Wesentliches ge-
iandert werden, wenn etwa zur Lingeneinheit die unverinder-
liche Wellenlinge des Na-Lichtes genommen wiirde. Denn die
Auswahl gerade des Na unter den vielen chemischen Elementen
konnte wiederum nur etwa durch sein hiufiges Vorkommen auf
der Erde oder etwa durch seine fiir unser Auge glinzende
Doppellinie, die keineswegs einzig in ihrer Art dasteht, gerecht-
fertigt werden. Es wire daher sehr wohl denkbar, daB zu einer
anderen Zeit, unter veriinderten #uBeren Bedingungen, jedes der
bisher in Gebrauch genommenen MaBsysteme seine urspriingliche
nattirliche Bedeutung teilweise oder giinzlich verlieren wiirde.

11*
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Dem gegeniiber diirfte es nicht ohne Interesse sein, zu be-
merken, daB mit Zuhilfenahme der beiden in dem Ausdrucke (227)
der Strahlungsentropie auftretenden Konstanten % und & die Mog-
lichkeit gegeben ist, Einheiten fiir Liinge, Masse, Zeit und Tempe-
ratur aufzustellen, welche, unabhingig von speziellen Korpern
oder Substanzen, ihre Bedeutung fiir alle Zeiten und fiir alle,
auch auBerirdische und auBermenschliche Kulturen notwendig
behalten und welche daher als ,natiirliche MaBeinheiten* be-
zeichnet werden konnen.

Die Mittel zar Festsetzung der vier Einheiten fiir Linge,
Masse, Zeit und Temperatur werden gegeben durch die beiden
erwihnten Konstanten 2 und k, ferner durch die Gr6Be der
Lichtfortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ im Vakuum und durch die
der Gravitationskonstante f. Bezogen auf Zentimenter, Gramm,
Sekunde und Celsiusgrad sind die Zahlenwerte dieser vier Kon-
stanten die folgenden:

h = 6,548.10~21 £01
sec

k=1,346.10"1_8°2"

sec?grad ’
c=3.1010 27,
sec
= .10—8 o’
f= 66851072 .

Wihlt man nun die ,natiirlichen Einheiten® so, daf im neuen
MaBsystem jede der vorstehenden vier Konstanten den Wert 1
annimmt, so erhilt man als Einheit der Lénge die GroBe:

h -
’;—, 4,03-107%%cm),
als Einheit der Masse:

°—f’i = 542.10%g,
als Einheit der Zeit:
fo‘ = 1,34.10 %8 gec,

als Einheit der Temperatur:

! F. Ricearz und O. Kricar-Meszer, Wiep. Ann. 66, p. 190, 1898.
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s # — 8,63-10" grad Cels.
Diese GroBen behalten ihre natiirliche Bedeutung so lange bei,
als die Gesetze der Gravitation, der Lichtfortpflanzung im Vakuum
und die beiden Hauptsitze der Thermodynamik in Giltigkeit
bleiben, sie miissen also, von den verschiedensten Intelligenzen
nach den verschiedensten Methoden gemessen, sich immer wieder
als die nidmlichen ergeben.

§ 160. Man bezeichnet hiufig das Normalspektrum der
Licht- und Wirmestrahlung als zusammengesetzt aus einer
groBen Anzahl von regelmiBigen periodischen Schwingungen.
Diese Ausdrucksweise ist insofern vollkommen berechtigt, als
sie an die Zerlegung der Gesamtschwingung in eine Fourrersche
Reihe, nach Gleichung (179), ankniipft, und eignet sich hiufig in
hervorragendem MaBe dazu, die Betrachtungen bequem und iiber-
sichtlich zu gestalten; sie darf aber nicht zu der Auffassung
verleiten, als ob jene ,RegelmiBigkeit® auf einer besonderen
physikalischen Eigenschaft der elementaren Schwingungsvorginge
im Spektrum beruhe; denn die Zerlegbarkeit in eine Fouriersche
Reihe ist mathematisch selbstverstindlich und lehrt daher in
physikalischer Beziehung nichts Neues. Man konnte im Gegen-
teil mit vollem Rechte behaupten, daB es in der ganzen Natur
keinen unregelmiBigeren Vorgang gibt als die Schwingungen in
den Strahlen eines Normalspektrums. Insbhesondere hiingen diese
Schwingungen in keiner irgendwie charakteristischen Weise zu-
sammen mit den speziellen Vorgéngen in den Emissionszentren
der Strahlen, etwa mit der Periode oder mit der Dimpfung
der emittierenden Oszillatoren; denn gerade das Normalspektrum
ist ja dadurch vor allen anderen Spektren ausgezeichnet, daB
alle von der speziellen Natur der emittierenden Substanz her-
rithrenden individuellen Verschiedenheiten vollkommen aus-
geglichen und verwischt sind. Es wire daher auch ein ginz-
lich aussichtsloses Unternehmen, wenn man etwa versuchen
wollte, aus den Elementarschwingungen in den Strahlen des
Normalspektrums Schliisse zu ziehen auf die speziellen Eigen-
schaften der die Strahlen emittierenden Oszillatoren.

Die schwarze Strahlung 148t sich in der Tat ebensowohl
wie aus regelmaBig periodischen Schwingungen, so auch aus
ginzlich unregelm#Bigen Einzelimpulsen zusammengesetzt an-
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sehen. Die besonderen RegelmiBigkeiten, die wir an spektral
zerlegtem monochromatischen Licht beobachten, rithren lediglich
her von den besonderen Eigenschaften der benutzten Spektral-
apparate: des dispergierenden Prismas (Eigenperioden der
Molekiile), des Beugungsgitters (Spaltbreite) Daher ist es un-
zutreffend, einen Unterschied zwischen Lichtstrahlen und Rontgen-
strahlen, letztere als elektromagnetischen Vorgang im Vakuum
angenommen, in dem Umstand zu erblicken, daB in ersteren
die elementaren Schwingungen mit gréBerer RegelmiBigkeit er-
folgen. Die Zerlegbarkeit in eine Foumiersche Reihe von
Partialschwingungen mit konstanten Amplituden und Phasen
gilt fiir beide Arten von Strahlen in ganz gleicher Weise. Was
aber die Lichtschwingungen vor den Rontgenschwingungen aus-
zeichnet, ist wesentlich die viel kleinere Schwingungszahl ihrer
Partialschwingungen, welche die Moglichkeit ihrer spektralen
Zerlegung bedingt, und auBerdem wahrscheinlich auch die
viel groBere zeitliche GleichmiBigkeit der Strahlungsintensitit
in jedem Gebiete des Spektrums, die aber keineswegs auf
einer besonderen KEigenschaft der elementaren Schwingungs-
vorginge, sondern lediglich auf der Konstanz der Mittelwerte
beruht.

§ 161. Die im § 152 ausgedriickten Beziehungen zwischen
Strahlungsintensitdt und Temperatur gelten fiir die Strahlung
im reinen Vakuum. Befindet sich die Strahlung in einem
Medium vom Brechungsexponenten n, so wird die Abhingigkeit
der Strahlungsintensitit von der Schwingungszahl und der
Temperatur durch den Satz des § 39 geregelt, daB das Produkt
der spezifischen Strablungsintensitit ®, und des Quadrats der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlung fiir alle Substanzen
den n#mlichen Wert hat. Die Form dieser universellen Funk-
tion (42) ergibt sich ohne weiteres aus (232) zu:

(258) Y
eﬁ -1

Da nun der Brechungsexponent » der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit umgekehrt proportional ist, so tritt fir ein Medium mit
dem Brechungsexponent an die Stelle von (232) die allgemeinere
Beziehung:
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h*n? 1
b=

PLE |

(259)

und ebenso an die Stelle von (233) die allgemeinere Beziehung:

_ thv‘n’. 1

u=—:735 s . (260)

Diese Ausdriicke gelten natiirlich zugleich fiir die Emission
eines in bezug auf das Medium mit dem Brechungsexponenten »
schwarzen Kérpers.

§ 162. Wir wollen die gefundenen Strahlungsgesetze nun
dazu benutzen, um die Temperatur einer monochromatischen
unpolarisierten Strahlung von gegebener Intensitit zu berechnen,
welche von einer kleinen Fliche (Spalt) in senkrechter Richtung
emittiert und durch ein beliebiges System diathermaner, durch
zentrierte brechende (oder spiegelnde) Kugelflichen voneinander
getrennter Medien nahe der Achse hindurchgegangen ist. Eine
solche Strahlung besteht aus homozentrischen Biindeln und ent-
wirft daher hinter jeder brechenden Fléche ein reelles oder
virtuelles Bild der emittierenden Fliche, wiederum senkrecht
zur Achse. Das letzte Medium nehmen wir zun#chst, wie das
erste, als reines Vakuum an. Dann handelt es sich fiir die
Bestimmung der Strahlungstemperatur nach Gleichung (232) nur
um die Berechnung der spezifischen Strahlungsintensitit &, im
letzten Medium, und diese ist gegeben durch die Gresamtintensitit
der monochromatischen Strahlung I,, die GroBe der Bildflache F,
und den riumlichen Offnungswinkel 2 des durch einen Punkt
des Bildes hindurchgehenden Strahlenkegels. Denn die spezi-
fische Strahlungsintensitat ®, ist nach (13) dadurch bestimmt,
daB durch ein Flichenelement do in senkrechter Richtung
innerhalb des Elementarkegels d Q in der Zeit d¢ die dem
Schwingungsintervall von » bis » 4+ d» entsprechende Energie-
menge:

2R, do d2 dv dt

unpolarisierten Lichtes hindurchgestrahlt wird. Bedeutet nun d o
ein Element der Bildfliche im letzten Medium, so besitzt hier-
nach die gesamte betrachtete auf das Bild fallende mono-
chromatische Strahlung die Intensitit:
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I,=2§,fdo'fd!2.

1, ist von der Dimension einer Energiemenge, da das Produkt dv - d¢
eine reine Zahl ist. Das erste Integral ist die ganze Fliche F
des Bildes, das zweite ist der raumliche Offnungswinkel 2 des
durch einen Punkt der Bildfliche hindurchgehenden Strahlen-
kegels. Daher erhdlt man:

@261) L=29,FQ,

und daraus mit Benutzung von (232) als Temperatur der
Strahlung:

. _ h» 1
(262) =% 1 (21;:#1#.52 1)
8 2l

Wenn das betrachtete diathermane Medium nicht das Vakuum
ist, sondern den Brechungsexponenten n besitzt, so tritt an
die Stelle von (232) die allgemeinere Beziehung (259), und man
erhilt statt der letzten Gleichung:

hy 1
(263) T = i FSw
log '———;3—7———*-1)

oder, mit Substitution der Zahlenwerte von ¢, 2 und %:

0,487.10"10.»
146107 A F 2 grad Cels.
log( L 7 + 1)
14

T =

Hierbei ist der natiirliche Logarithmus zu nehmen, und I, ist in
erg, v in reziproken Sekunden, F in Quadratzentimetern aus-
zudriicken. Bei sichtbaren Strahlen wird man den Summanden 1
im Nenner meistens weglassen kdnnen.

Die so berechnete Temperatur bleibt der betrachteten
Strabhlung so lange erhalten, als sie sich in dem diathermanen
Medium ungestdrt fortpflanzt, auch wenn sie sich bis in beliebige
Entfernungen und in beliebig groBe Raume ausbreitet. Denn
wenn auch in groBeren Entfernungen eine immer kleinere
Energiemenge durch ein Flichenelement von bestimmter GriBe
hindurchstrahlt, so verteilt sich dieselbe dafiir auf einen um so
schmaleren, von dem Elemente ausgehenden Strahlenkegel, so daB
der Wert von & ganz ungeindert bleibt. Daher ist die freie
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Ausbreitung der Strahlung ein vollkommen reversibler Vorgang.
Die Umkehrung desselben liaBt sich etwa mit Hilfe eines passenden
Hohlspiegels oder einer Sammellinse realisieren.

Fragen wir nun weiter nach der Temperatur der Strahlung
in den iibrigen Medien, die zwischen den einzelnen brechenden
oder spiegelnden Kugelflichen liegen. In jedem dieser Medien
besitzt die Strahlung eine bestimmte Temperatur, die durch die
letzte Formel gegeben ist, wenn man sie auf das von der Strahlung
in diesem Medium erzeugte reelle oder virtuelle Bild bezieht.

Die Schwingungszahl » der monochromatischen Strahlung
ist selbstverstindlich in allen Medien dieselbe; ferner ist nach
den Gesetzen der geometrischen Optik das Produkt »?F Q in
allen Medien gleich. Wenn daher auch noch die Gesamtintensitiit
der Strahlung I, bei der Brechung (oder Reflexion) an einer
Flache konstant bleibt, so bleibt auch 7 konstant, oder mit
anderen Worten: Die Temperatur eines homozentrischen Strahlen-
biindels wird durch regelméBige Brechung oder Reflexion nicht
geindert, falls dabei kein Energieverlust der Strahlung eintritt.
Jede Schwichung der Gesamtintensitit I, aber, durch Spaltung
der Strahlung, sei es in zwei oder in viele verschiedene Rich-
tungen, wie bei der diffusen Reflexion, fithrt zu einer Erniedrigung
der Temperatur T des Strahlenbiindels. Tatsichlich findet ja
im allgemeinen bei jeder Brechung oder Reflexion ein bestimmter
Energieverlust durch Reflexion oder Brechung, und mithin auch
eine Temperaturerniedrigung statt. Hier kommt also der prinzi-
pielle Unterschied scharf zur Geltung, den es macht, ob eine
Strahlung lediglich durch freie Ausbreitung, oder ob sie durch
Spaltung bez. Absorption geschwicht wird. Im ersten Fall bleibt
die Temperatur konstant, im zweiten wird sie erniedrigt.}

§ 163. Nachdem die Gesetze der Emission eines schwarzen
Korpers festgestellt sind, 14Bt sich mit Hilfe des KmmcmHOFF-
schen Gesetzes (48) das Emissionsvermdgen E eines beliebigen
Korpers berechnen, wenn sein Absorptionsvermdgen 4, bez. sein

! Deshalb ist aber doch die regulire Brechung und Reflexion kein
irreversibler Vorgang. Denn die Entropie zweier kohiéirenter Strahlen ist
nicht gleich der Summe der Entropien der Einzelstrahlen, weil dieselben
nicht unabhiingig voneinander sind im Sinne der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Vgl. § 158 und § 134, sowie einen demniichst in DrupEs Annalen
erscheinenden Aufsatz von M. Lave (Anm. bei der Korrektur).
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Reflexionsvermogen 1 — 4 bekannt ist. Bei Metallen gestaltet
sich diese Berechnung besonders einfach fiir lange Wellen, nach-
dem E. HageNn und H. RuBens! experimentell gezeigt haben,
daB das Reflexionsvermdgen und iberhaupt das ganze optische
Verhalten der Metalle in dem genannten Spektralgebiete durch
die einfachen MaxwerLschen Gleichungen des elektromagnetischen
Feldes fur homogene Leiter dargestellt wird und somit nur von
der spezifischen Leitungsfihigkeit fiir stationdire galvanische
Strdme abhingt. Daher 148t sich das Emissionsvermdgen eines
Metalls fiir lange Wellen vollstindig ausdricken durch seine
galvanische Leitungsfahigkeit in Verbindung mit den Formeln
fir die schwarze Strahlung. ?

§ 164, Es gibt aber auch einen Weg zur direkten theore-
tischen Bestimmung sowohl der galvanischen Leitungsfihigkeit
und damit des Absorptionsvermdgens 4 als auch des Emissions-
vermbgens E von Metallen gerade fiir lange Wellen, wenn man
von den Anschauungen der Elektronentheorie ausgeht, wie sie
von E. Riecke? und namentlich von P. Drunk* fiir die thermischen
und elektrischen Vorgiinge in den Metallen ausgebildet worden
sind. Hiernach beruhen alle diese Vorginge auf den schnellen
unregelm#Bigen Bewegungen der Elektronen, die zwischen den ent-
gegengesetzt elektrisch geladenen ponderablen Metallmolekiilen
hin und her fliegen und von ihnen, wie auch untereinander, beim
ZusammenstoB abprallen, #hnlich wie Gasmolekiile, wenn sie ein
festes Hindernis oder sich gegenseitig treffen. Die Geschwindig-
keit der Wirmebewegungen der ponderablen Molekiile ist nim-
lich gegen die der KElektronen zu vernachlissigen, weil im
stationéren Zustand die mittlere lebendige Kraft der Bewegung
eines ponderablen Molekiiles gleich derjenigen eines Elektrons
ist (vgl. oben § 154), und weil die trige Masse eines ponderablen
Molekiiles die eines Elektrons um mehr als das Tausendfache
iibertrifft. Besteht nun im Innern des Metalls ein elektrisches
Feld, so werden die entgegengesetzt geladenen Partikel nach
entgegengesetzten Seiten getrieben, mit durchschnittlichen Ge-
schwindigkeiten, die wesentlich mit von der mittleren freien

! E. Hacex und H. Rusens, Drupes Ann. 11, p. 878, 1903.
% E. AscugiNass, Drupes Ann. 17, p. 960, 1905.

8 E. Riecke, Wiep. Ann. 66, p. 853, 1898.

¢ P. Drupg, DrupEs Ann. 1, p. 566, 1900.
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Weglinge abhéngen, und hieraus resultiert die Leitungsfahigkeit
des Metalls fir den galvanischen Strom. Andererseits ergibt
sich das Emissionsvermtgen des Metalls fur strahlende Wirme
aus der Berechnung der StdBe der Elektronen. Denn solange
ein Elektron mit konstanter Geschwindigkeit in konstanter
Richtung fliegt, bleibt seine kinetische Energie konstant und es
findet keine Ausstrahlung von Energie statt; sobald es aber
durch einen StoB eine Anderung seiner Geschwindigkeitskompo-
nenten erleidet, wird ein gewisser aus der Elektrodynamik zu
berechnender Betrag von Energie, der sich stets in der Form
einer Fourrerschen Reihe darstellen laBt, in den umgebenden
Raum ausgestrahlt, ganz ebenso, wie man sich die Réntgen-
strahlung entstanden denkt durch dem Anprall der von der
Kathode fortgeschleuderten Elektronen gegen die Antikathode.
Durchfithren 148t sich diese Berechnung bis jetzt allerdings
nur unter der Voraussetzung, daB wiahrend der Zeit einer Partial-
schwingung der Fourierschen Reihe eine groBe Anzahl von Elektro-
nenstdBen stattfinden, d. h. fiir verhiltnismiBig lange Wellen.
Diese Methode kann man nun offenbar dazu benutzen, um
auf einem neuen, von dem frither eingeschlagenen ganz unab-
héngigen Wege die Gesetze der schwarzen Strahlung fir lange
Wellen abzuleiten. Denn wenn man das so berechnete Emissions-
vermogen E des Metalls dividiert durch das mittels der galva-
nischen Leitungsfihigkeit bestimmte Absorptionsvermédgen 4 des-
selben Metalls, so muB nach dem KirommOFFschen Gesetz(48)
das Emissionsvermdgen des schwarzen Kdrpers, unabhingig von
jeder speziellen Substanz, resultieren. Auf diese Weise hat
H.A.LogenTz! in einer tiefgehenden Untersuchung das Strahlungs-
gesetz eines schwarzen Korpers abgeleitet und ist dabei zu einem
Resultat gekommen, das inhaltlich genau mit der Gleichung (240)
ibereinstimmt, wobei auch die Konstante ¥ mit der Gaskonstante R
wieder durch die Gleichung (217) zusammenhiingt. Diese Art der
Begriindung der Strahlungsgesetze ist zwar auf das Gebiet langer
Wellen beschriinkt, aber dafiir gewihrt sie einen tieferen, hdchst
bedeutungsvollen Einblick in den Mechanismus der Elektronen-
bewegungen und der durch sie bedingten Strahlungsvorginge in
Metallen. Zugleich wird dadurch die oben in § 160 geschilderte

1 H. A. Lorextz, Proc. Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam 1908, p. 666.
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Auffassung ausdriicklich bestitigt, wonach das Normalspektrum
als zusammengesetzt aus einer groBen Schar ginzlich unregel-
mibiger Elementarvorginge betrachtet werden kann.

§165. Eine weitere interessante Bestitigung des Strahlungs-
gesetzes schwarzer Korper fiir lange Wellen und des Zusammen-
hanges der Strahlungskonstanten & mit der absoluten Masse der
ponderablen Molekiile hat vor kurzem J. H. Jeans?! aufgefunden,
auf einem schon vorher von Lord RayLriea? beschrittenen Wege,
welcher sich dadurch wesentlich von dem hier eingeschlagenen
unterscheidet, daB er die Heranziehung von speziellen Wechsel-
wirkungen zwischen der Materie (Molekiile, Oszillatoren) und dem
Ather ganz vermeidet und im wesentlichen nur auf die Vor-
ginge im durchstrahlten Vakuum eingeht. Den Ausgangspunkt
dieser Betrachtungsweise liefert folgender Satz der statistischen
Mechanik (vgl. oben § 154). Wenn in einem den Hamrrronschen
Bewegungsgleichungen gehorchenden System, dessen Zustand
durch die Werte einer groBen Anzahl von unabhiingigen Variabeln
bestimmt ist, und dessen Gesamtenergie sich additiv aus ver-
schiedenen von den einzelnen Zustandsvariablen quadratisch
abhiingigen Teilen zusammensetzt, irreversible Prozesse statt-
finden, so vollziehen sich diese durchschnittlich immer in
der Richtung, daB die auf die einzelnen unabhingigen Zu-
standsvariablen entfallenden Teilenergien sich gegenseitig aus-
gleichen, so daB schlieBlich, bei Erreichung des statistischen
Gleichgewichts, alle im Mittel einander gleich geworden sind.
Nach diesem Satze 148t sich also in einem solchen System
die stationire Energieverteilung angeben, sobald man nur
die unabh#ingigen Variabeln kennt, durch welche der Zustand
bestimmt ist.

Wir denken uns nun ein reines Vakuum in der Form
eines Wiirfels von der Kantenlinge !, mit metallisch spiegeln-
den Seitenflichen. Legt man den Koordinatenanfangspunkt in
eine Ecke des Wiirfels und die Koordinatenachsen in die an-
stoBenden Kanten, so wird ein in diesem Hohlraum méglicher
elektromagnetischer Vorgang dargestellt durch das folgende
System von Gleichungen:

1 J. H. Jeaxs, Phil. Mag., 10, p. 91, 1905.
* Lord Ravieien, Nature 72, p. 54 und p. 248, 1905.
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n Bny. . T

€, =cos a’;” * 81 T 8in——-(¢, cos 2mvi+esin 2nwi),
€, =sin a’;m +Ccos b';y +8in ”;x *(eg cOS 2wt {6, 8in 2w 00),

€, =sin a’;” *sin 57;?/ - €08 ”;x (65 cos 2yt 4y’ sin 2 wi),

(264)

9, = sin a"”’ * 08 I”;y - €08 ”;” *(hy8in 2wyt —h,’ cos 2mwvi),
9, = cos a’;w «8in B’;y * o8 ”;” *(hy8in 2 wvt —hy,’ cos 2w i),
9, = cos “’lm « cos I”;y - 8in ”;x +(hgsin 2w vt —hy’ cos 2 mvi),

wobei a, b, ¢ irgend drei positive ganze Zahlen bedeuten. Die
Grenzbedingungen sind in diesen Ausdriicken dadurch befriedigt,
daB fiir die sechs Grenzflichen 2 =0, 2 =1, y=0, y=1,, 2 =0,
%=1 die tangentiellen Komponenten der elektrischen Feld-
stirke € verschwinden. Die MaxweLLschen Feldgleichungen (52)
werden ebenfalls, wie man durch Substitution erkennen kann,
simtlich befriedigt, wenn zwischen den Konstanten gewisse Be-
ziehungen bestehen, welche sich alle in einen einzigen Satz zu-
sammenfassen lassen: Bezeichnet man mit a eine gewisse positive
Konstante, so bestehen zwischen den neun quadratisch angeord-
neten GroBen:

o
o
o
o
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i
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»
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A
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alle diejenigen Relationen, welche die neun sogenannten ,Rich-
tungskosinus® zweier orthogonaler rechtshindiger Koordinaten-
systeme, d.h. die Kosinus der Winkel je zweier Achsen der
beiden Systeme, erfiillen.

Daher ist die Summe der Quadrate der Glieder jeder
Horizontalreihe oder jeder Vertikalreihe = 1, also z. B.

@B =1 (265)

h* +hl + bl =a?=6} + ¢} +¢],
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Ferner ist dJe Summe der Produkte entsprechender Gheder in
je zwei Parallelreihen gleich null. Also z. B.

(266) ae, +be +ceg =0,
ahy +Bbhy +chy=0.

Ferner gelten Relationen von der Form:

h_&a, cc & be
e a 2» a 20»’
also:
¢
(267) hl = 37y (Ce’ - 56’), usw.

Wenn die ganzen Zahlen g, b, ¢ gegeben sind, so ist nach (265)
die Schwingungszahl ¥ unmittelbar dadurch bestimmt. Dann
lassen sich von den sechs GroBen e,, ¢, 6, &, hy, by nur noch
zwei beliebig wihlen, die itbrigen sind dann eindeutig, und zwar
linear und homogen, durch sie bestimmt. Nimmt man z. B.
e, und e, willkiirlich an, so berechnet sich ¢, aus (266) und dann
folgen die Werte von h,, hy, hy; aus den Relationen von der
Form (267). Zwischen den gestrichenen Konstanten ¢, ¢, ¢,
k', hy, hy bestehen genau dieselben Beziehungen wie zwischen
den ungestrichenen, von denen sie ihrerseits ganz unabhingig
gind. Daher lassen sich auch von ihnen noch zwei beliebig
wihlen, etwa A’ und k,’, so daB von allen in den obigen Glei-
chungen vorkommenden Konstanten bei gegebenen a, 6, ¢ noch
vier Konstante unbestimmt bleiben. Bildet man nun fiir jedes
beliebige Zahlensystem a, b, ¢ Ausdriicke von der Form (264)
und summiert die entsprechenden Feldkomponenten, so erhalt
man wiederum eine Liosung der MaxwrrLschen Feldgleichungen
und Grenzbedingungen, welche aber nun so allgemein ist, daB
sie jeden beliebigen in dem betrachteten Hohlwiirfel moglichen
elektromagnetischen Vorgang darzustellen vermag. Denn iiber
die in den einzelnen partikuliren Lésungen unbestimmt ge-
bliebenen Konstanten e, e, %', 4’ kann immer so verfiigt
werden, daB der Vorgang jedem beliebigen Anfangszustand (¢t = 0)
angepaBt werden kann.

Ist nun, wie wir bisher angenommen haben, der Hohlraum
ganz von Materie entbloBt, so ist der Strahlungsvorgang bei
gegebenem Anfangszustand in allen seinen Einzelheiten eindeutig
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bestimmt. Er zerfillt in eine Reihe von stehenden Schwingungen,
deren jede durch eine der betrachteten partikuliren Losungen
dargestellt wird, und die vollstindig unabhingig voneinander
verlaufen. Von Irreversibilitit kann also hierbei keine Rede
sein, und daher auch nicht von der Tendenz zu einem Ausgleich
der auf die einzelnen Partialschwingungen entfallenden Teil-
energien. Sobald man aber auch nur eine Spur von Materie in
dem Hohlraum befindlich annimmt, welche die elektrodynamischen
Schwingungen beeinflussen konnen, z. B. einige Gasmolekiile,
welche Strahlung emittieren und absorbieren, so wird der Vor-
gang ungeordnet, und es wird sich, wenn auch langsam, ein
Ubergang von weniger wahrscheinlichen zu wahrscheinlicheren
Zustanden vollziehen. Ohne nun auf irgendeine nihere Einzel-
heit in der elektromagnetischen Konstitution der Molekiile ein-
zugehen, kann man aus dem oben angefithrten Satz der stati-
stischen Mechanik den SchluB ziehen, daB unter allen méglichen
Vorgiingen derjenige einen stationdren Charakter besitzt, bei
welchem die Energie sich gleichméBig auf alle unabhingigen
Variabeln des Zustandes verteilt hat.

Bestimmen wir also diese unabhiingigen Variabeln. Zu-
néchst sind es die Geschwindigkeitskomponenten der Gasmolekiile.
Jeder der drei voneinander unabhingigen Geschwindigkeits-
komponenten eines Molekiils entspricht mithin im stationéiren
Zustand durchschnittlich die Energie 4L, wo L die mittlere
Energie eines Molekiils darstellt und durch (222) gegeben ist
(vgl. § 154). Ebenso groB ist also die Teilenergie, welche im
stationiren Zustand durchschnittlich auf jede der unabhingigen
Variabeln des elektromagnetischen Systems entfillt.

Nun ist nach den obigen Ausfithrungen der elektromagne-
tische Zustand des ganzen Hohlraums fiir jede einzelne, je einem
bestimmten Wertensystem der Zahlen a, b, ¢ entsprechende
stehende Schwingung in irgendeinem Zeitpunkt durch vier von-
einander unabhingige GroBen bestimmt. Folglich ist fiir die
Strahlungsvorginge die Anzahl der unabhingigen Zustands-
variablen 4mal so groB als die Anzahl der moglichen Werten-
systeme der positiven ganzen Zahlen g, b, c.

Wir wollen nun die Anzahl der moglichen Wertensysteme
a, b, ¢ berechnen, welche den Schwingungen innerhalb eines be-
stimmten kleinen Spektralbezirks, etwa zwischen den Schwingungs-
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za.hlen v nnd v 4 dv, entsprechen. Nach (265) genﬂgen diese
Wertensysteme den Ungleichungen:

(268) (211'

) <al4 b < (——“‘” + d”’)’,

4

wobei nicht nur 2‘%, sondern auch 2’ d

als groBe Zahl zu

denken ist. Versinnlichen wir uns jedes Wertensystem der a, b, ¢
durch einen Punkt, indem wir die Werte der positiven ganzen
Zablen q, b, ¢ als Koordinaten in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem auffassen, so erfilllen die so erhaltenen Punkte
einen Oktanten des unendlichen Raumes, und die Bedingung (268)
ist gleichbedeutend mit der, daB die Entfernung eines dieser
Punkte vom Anfangspunkt der Koordinaten zwischen den

Werten 2!~ und 2'®+9) yoot  Die gesuchte Zahl ist

[

daher gleich der Zahl der Punkte, welche zwischen den beiden

Kugelflichenoktanten gelegen sind, die den Radien LLL
21(v + dv)
[

und

entsprechen. Da nun jedem Punkt ein Wiirfel vom

Volumen 1 entspricht, und umgekehrt, so ist jene Zahl einfach
gleich dem Volumen der genannten Kugelschicht, also gleich:

1 (211')3 2ldy
1. 4q .
8 [ c

’

und die Anzahl der entsprechenden unabhingigen Zustands-
variabeln gleich dem Vierfachen davon:

165 I*»* dv

—
Da nun auf jede unabhingige Zustandsvariable beim stationiren
Vorgang durchschnittlich die Teilenergie % entfillt, so kommt

auf das Intervall der Schwingungszahlen von » bis » 4 dv im
ganzen die Energie:
167 l‘u’d_v L.
8c?
Dies ergibt, da das Volumen des Hohlraums I3 ist, fir die
riumliche Energiedichte der Schwingungszahl »:

186 »2 dv
8¢t

udv = - L,
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und mit Substitution des Wertes von L aus (222):

8t kT
= .

§ 166. Ein Vergleich der letzten Formel mit (242) zeigt,
daB wir durch die statistische Mechanik zu genau demselben
Zusammenhang zwischen Strahlungsdichte, Temperatur und
Schwingungszahl gefithrt werden, wie durch das aus den Resonator-
schwingungen abgeleitete Strahlungsgesetz, allerdings nur fiir
hinreichend lange Wellen, bez. hohe Temperaturen. Denn nur
unter dieser Bedingung ist die Gleichung (242) giiltig. Aus
dieser Beschriinkung erwichst fir die Anwendung der statisti-
schen Mechanik auf die Strahlungsvorgiinge eine gewisse Schwierig-
keit. Denn wiirde man den Satz von der gleichmaBigen Energie-
verteilung auf alle unabhingige Zustandsvariabeln vollstindig
unbeschréinkt anwenden, so miiBte jene Beziehung ganz allgemein
fir alle Temperaturen und Schwingungszahlen gelten, und das
wiirde, wie man leicht sieht, die Unmdglichkeit einer stationsiren
Energieverteilung zur Folge haben, da die Energiedichte zugleich
mit der Schwingungszahl unbegrenzt zunehmen wiirde.

Diese Schwierigkeit sucht J.H.JEaNns! durch die Annahme
zu heben, daB in einem mit emittierender und absorbierender
Substanz versehenen durchstrahlten Hohlraum gar kein wirklich
stabiler Strahlungszustand existiert, sondern daB die gesamte
vorhandene Energie im Laufe der Zeit in Wirmestrahlung
von immer hdheren Schwingungszahlen iibergeht, bis schlieB-
lich die Geschwindigkeit der Molekularbewegung unmerklich
klein und die absolute Temperatur derselben daher gleich Null
geworden ist.

Einer solchen Annahme kann ich mich aber nicht an-
schlieBen. Denn wenn je ein aus der alltiglichen Erfahrung
genommener Satz dadurch an Zuverlassigkeit gewinnt, daB die
verschiedensten aus ihm gezogenen Folgerungen sich als mit
den feinsten Messungen in Uberemstlmmung erweisen, so trifft
dies bei dem Satze zu, daB die Strahlung in einem mit Materie
versehenen Hohlraum einem Endzustand mit bestimmter end-
licher Energieverteilung zwischen Materie und Ather zustrebt.

(269)

t J. H. Jeans, Proc. Roy. Soc. Vol. 76 A, p. 296, 545, 1905.
PLANOK, Wirmestrahlung. 12
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Alle bisher in der Theorie der Wirmestrahlung gezogenen, zam
Teil auf den ersten Blick sehr kithn erscheinenden thermo-
dynamischen Konsequenzen, von dem KircEBOFFschen Satze
der Proportionalitit des Emissionsvermdgens und des Absorptions-
vermdgens angefangen, beruhen auf der Annahme der Existenz
eines im thermodynamischen Sinn absoluten Gleichgewichts-
zustandes, und ihnen allen wiirde der Boden entzogen, wenn
man jene Annahme fallen lieBe; dagegen ist noch niemals eine
Folgerung jenes Satzes im Widerspruch mit der Erfahrung be-
funden worden. Andererseits hat sich bisher nicht die Spur
einer Andeutung dafiir gezeigt, die auf die Vermutung fiihren
konnte, daB wir es bei der schwarzen Strahlung nicht mit einem
wirklich stabilen Zustand zu tun haben, im Gegenteil: schon
die einfache Tatsache, daB ein Korper durch Warmestrahlung
erwirmt werden kann, daB also strahlende Energie ohne
Kompensation in Energie der Molekularbewegung iibergehen
kann, lieBe sich von jenem Standpunkt aus wohl nur schwer
mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in Einklang
bringen.

Ich bin daher der Meinung, daB die besprochene Schwierig-
keit nur durch eine unberechtigte Anwendung des Satzes von
der Gleichm#Bigkeit der Energieverteilung auf alle unabhiingigen
Zustandsvariabeln hervorgerufen ist. In der Tat ist fiir die
Giltigkeit dieses Satzes die Voraussetzung wesentlich, daB die
Zustandsverteilung unter allen bei gegebener Gesamtenergie von
vornherein moglichen Systemen eine ,ergodische* ist,! oder kurz
ausgedriickt, daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Zustand
des Systems in einem bestimmten kleinen ,Elementargebiet
(8 150) liegt, einfach proportional ist der GroBe dieses Gebiets,
wenn dasselbe auch noch so klein genommen wird. Diese
Voraussetzung ist aber bei der stationiren Energiestrahlung
nicht erfillt; denn die Elementargebiete diirfen nicht beliebig
klein genommen werden, sondern ihre GroBe ist eine endliche,
durch den Wert des elementaren Wirkungsquantums 4 bestimmte.
Nur wenn man das Wirkungselement % unendlich klein annehmen
dirfte, wiirde man zu dem Gesetz der gleichmiBigen Energie-
verteilung gelangen. In der Tat geht fiir unendlich kleines &,

! L. BorzManN, Gastheorie II, p. 92, 101, 1898.
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wie man aus der Formel (233) ersieht, die allgemeine Energie-
verteilung in die spezielle hier abgeleitete (269) itber, und es
gelten dann fiberhaupt alle Beziehungen des § 154, entsprechend
dem RavimieEschen Strahlungsgesetzz. Dann werden, ent-
sprechend dem Satz von der gleichm#Bigen Energieverteilung,
auch die Energien aller Resonatoren einander gleich, was im
allgemeinen nicht der Fall ist.

Natiirlich muB dem Wirkungselement %~ auch eine direkte
elektrodynamische Bedeutung zukommen; aber welcher Art diese
ist, bleibt zun#ichst noch eine offene Frage.

12¢



Finfter Abschnitt.

Irreversible Strahlungsvorginge.

Erstes Kapitel.
Einleitung. Direkte Umkehrung eines Strahlungsvorgangs.

§ 167. Nach den Entwickelungen im vorigen Abschnitt
kann man die Natur der Wirmestrahlung innerhalb eines im
stabilen thermodynamischen Gleichgewicht befindlichen isotropen
Mediums in allen Stiicken als bekannt ansehen. Die Intensitit
der nach allen Richtungen gleichm#Bigen Strahlung hingt fir
alle Wellenliingen ausschlieBlich von der Temperatur und von
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ab, nach der Gleichung (259)
fiir die schwarze Strahlung in einem beliebigen Medium. Aber
damit ist die Aufgabe der Theorie noch nicht erledigt; dieselbe
hat vielmehr auch davon noch Rechenschaft abzulegen, in
welcher Weise und durch welche Vorginge eine urspriinglich
in dem Medium vorhandenme ganz beliebig gegebene Strahlung,
wenn das Medium nach auBen durch eine undurchlissige Hiille
abgeschlossen ist, allmihlich in den stabilen, dem Maximum der
Entropie entsprechenden Zustand der schwarzen Strahlung iiber-
geht, ahnlich wie ein in ein festes GefiB eingeschlossenes Gas,
in dem urspriinglich beliebig gegebene Stromungen und Tempe-
raturdifferenzen vorhanden waren, allm#hlich in den Zustand
der Ruhe und der gleichm#Bigen Temperaturverteilung iibergeht.

Diese sehr viel schwierigere Frage 1Bt sich bis jetzt nur
in beschrinktem Umfang beantworten. Zunichst ist nach den
ausfithrlichen Erorterungen im ersten Kapitel des vorigen Ab-
schnitts klar, daB man, da es sich hier um irreversible Prozesse
handelt, mit den Prinzipien der reinen Elektrodynamik allein
nicht auskommen wird. Denn der reinen Elektrodynamik ist,
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ebenso wie der reinen Mechanik, der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik oder das Prinzip der Vermehrung der Entropie
inhaltlich fremd. Dies zeigt sich am unmittelbarsten in dem
Umstand, daB die Grundgleichungen sowohl der Mechanik als
auch der Elektrodynamik die direkte zeitliche Umkehrung eines
jeden Vorgangs gestatten, in geradem Widerspruch mit dem
Prinzip der Vermehrung der Entropie. Selbstverstindlich miissen
hier alle Arten von Reibung und galvanischer Stromleitung aus-
geschlossen gedacht werden; denn diese Vorgiinge gehdren, da
sie stets mit Wiarmeerzeugung verbunden sind, nicht mehr der
reinen Mechanik oder Elektrodynamik an.

Setzt man dies voraus, so kommt in den Grundgleichungen
der Mechanik die Zeit ¢ nur in den Beschleunigungskomponenten,
also in der Form des Quadrats ihres Differentials vor. Wenn
man also in den Bewegungsgleichungen als Zeitvariable die
GroBe — ¢ statt ¢ einfithrt, so behalten dieselben ihre Form
unverindert bei, und daraus folgt, daB, wenn man bei einer
Bewegung eines Systems materieller Punkte in irgend einem
Augenblick die Geschwindigkeitskomponenten simtlicher Punkte
plotzlich umkehrt, die Bewegung genau riickwiirts verlaufen muB8.
Fiir die elektrodynamischen Vorginge in einem homogenen nicht-
leitenden Medium gilt ganz Ahnliches. Wenn man in den MAXWELL-
schen Gleichungen des elektrodynamischen Feldes iiberall — ¢
statt ¢ schreibt, und auBerdem das Vorzeichen der magnetischen
Feldstirke § umkehrt, so bleiben die Gleichungen, wie man
leicht sehen kann, unverindert, und daraus folgt, daB, wenn
bei irgend einem elektrodynamischen Vorgang in einem ge-
wissen Zeitpunkt die magnetische Feldstirke iiberall plotzlich
umgekehrt wird, wihrend die elektrische Feldstirke ihren Wert
behilt, der ganze Vorgang in umgekehrter Richtung ver-
laufen muB.

§ 168. So unmittelbar dieser Satz, daB alle rein elektro-
dynamischen Vorgiinge auch in umgekehrter Richtung verlaufen
konnen, fir die Ausbreitung elektrodynamischer Wellen im
reinen Vakuum zu erweisen ist, so scheint er auf den ersten
Blick seine Giiltigkeit zu verlieren bei den im dritten Ab-
schnitt von uns betrachteten Oszillatorschwingungen. Denn die
Gleichung (171) fiir die Schwingungen eines solchen Oszillators
lautet:
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(270) Ef+ Lf— 357 =6,

wobei €, die ~-Komponente der elektrischen Feldstirke der er-
regenden primiren Welle am Orte des Oszillators bezeichnet.
Fihrt man nun in dieser Gleichung die Differentiation von £,
statt nach ¢, nach — ¢ aus, so #ndert das Dampfungsglied sein
Vorzeichen, und man kdnnte daher zu glauben versucht sein,
daB ein Schwingungsvorgang nicht in umgekehrter Richtung
verlaufen kann. Das wire aber ein FehlschluB. Denn zu dem
ganzen Schwingungsvorgang gehdrt nicht nur die Schwingung
des Oszillators selber, sondern auch die ihn erregende primire
Welle, und wenn von einer Umkehrung des Vorgangs ge-
sprochen wird, so muB nicht nur der Oszillator, sondern auch
das #uBere Feld in Betracht gezogen werden. Nun sendet der
schwingende Oszillator nach dem, was wir frither (§ 107) ge-
sehen haben, eine bestimmte Kugelwelle in das umgebende
Vakuum hinaus, folglich wird er bei der Umkehrung des ganzen
Vorgangs nicht nur von der umgekehrten urspriinglich priméren
Welle €, sondern zugleich auch von der umgekehrten Kugel-
welle, d.h. von einer nach innen zu auf den Oszillator als
Zentrum fortschreitenden Kugelwelle erregt, und es friigt sich, wie
seine Schwingungen sich nun, unter diesem doppelten EinfluB,
gestalten. Diese Frage soll im folgenden allgemein untersucht
werden.

§ 169. Zuerst betrachten wir die Eigenschaften der von
auBen nach innen auf den Oszillator als Zentrum zu fort-
schreitenden Kugelwelle, welche die Umkehrung der direkten
vom Oszillator ausgesandten Kugelwelle darstellt. Die direkte
Welle ist gegeben durch die Gleichungen (145), wenn man darin
fir die Funktion ¥ den in (148) angegebenen Ausdruck setzt.
Deshalb wird die umgekehrte Welle, die entsteht, wenn zur
Zeit t = 0 alle magnetischen Feldstirken der direkten Welle
plotzlich umgekehrt werden, dargestellt durch die n#mlichen
Gleichungen (145), wenn man darin fir die Funktion F setat:

271) F=l-f(—t_L).

r [

Denn durch Substitution in (145) ergeben sich daraus die nim-
lichen Ausdriicke fir die Komponenten der Feldstirke wie fiir
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die direkte Welle, nur daB tiberall — ¢ statt ¢ steht, und daB
das Vorzeichen der magnetischen Feldstirke umgekehrt ist.
In der Tat bezeichnet die Wellenfunktion (271) eine nach innen
fortschreitende Kugelwelle.

Es handelt sich jetzt um die GroBe der elektrischen Kraft,
mit der diese sich auf den Oszillator zusammenziehende Kugel-
welle den Oszillator erregt. Das ist nach den allgemeinen Sitzen
des § 111 die »-Komponente der elektrischen Feldstirke, welche
diese Welle am Orte des Oszillators besitzen wiirde, wenn der-
selbe gar nicht vorhanden wire. Lassen wir also einmal den
Oszillator ganz weg und betrachten den Verlauf der von
auBen nach innen fortschreitenden Kugelwelle (271). Dieselbe
wird im Kugelmittelpunkt, also im Anfangspunkt der Koordi-
naten, durch sich selber hindurchgehen, und zwar so, da8 das
elektromagnetische Feld der Welle endlich und stetig bleibt;
denn es ist unméglich, daB eine urspriinglich endliche Welle
im freien Vakuum irgendwo und irgendwann eine unendlich
groBe Feldstirke erzeugt. Nehmen wir also den Ausdruck der
durch sich selbst hindurchgegangenen nach auBen fortschreiten-
den Kugelwelle mit in die Wellenfunktion # auf, so erhalten
wir vollstindiger als in (271):

P=tf(-t—2)+2o(-t+ 1),

wobei nun f die nach innen fortschreitende, g die durch sich
selbst hindurchgegangene nach auBen fortschreitende Welle be-
deutet. Da fiir r = 0 F fiir alle Zeiten endlich bleiben muB,

80 ergibt sich:
f(=)+9(=0=0.

Folglich: F=%f(—t—%) —}f(—t+ %) 272)
Mit diesem Werte von F stellen die Gleichungen (145) die direkte
Umkehrung der vom schwingenden Oszillator emittierten Welle
auch in ihrem spiteren Verlauf vor. Sie schreitet nach
innen fort und streicht tiber den Oszillator hinweg, ohne dort-
selbst unendlich oder unstetig zu werden, wie das iiberhaupt
bei jeder den Oszillator erregenden Welle der Fall ist. Be-
rechnen wir jetzt die z-Komponente der elektrischen Feldstirke
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dieser Welle am Orte des Oszillators. Fiir hinreichend kleine
Werte von r wird:

f(=t=5) === =0+ 35/~ sl (=
Fl=t+2)=f—0+ Ll =0+ 55/ =0+ gz a9,

wobei die Ableitungen f, f, f von f immer, auch im folgenden,
nach dem Argument, nicht etwa nach ¢, genommen zu denken sind.
Daraus folgt fir die Wellenfunktion (272):

2 1,
Pe—2f(—)— 3+ 5F (=0
Dies ergibt nach (145) fur die z-Komponente der elektrischen
Feldstirke am Orte r = 0, da r? = 2? + y? 4 2%:
*F 1 *F 4 1,
(273) = @ ar —sal (—

§ 170. Nachdem wir nun die elektrische Kraft festgestellt
haben, mit welcher die sich nach innen fortpflanzende, durch
die Umkehrung der urspriinglich emittierten Kugelwelle ent-
standene Kugelwelle den Oszillator erregt, wollen wir die
Schwingungen berechnen, welche der Oszillator ausfiihrt, wenn
auber der umgekehrten primiren Welle auch noch die um-
gekehrte Kugelwelle auf ihn einwirkt. Bezeichnen wir die ge-
suchte Schwingung mit f'(f), so muB nach der allgemeinen
Schwingungsgleichung (270) gelten:

@14) Kf()+LFO— o O =C(—9)+ 5 F(—0.

Denn als erregende Schwingung haben wir hier einzusetzen ein-
mal die der umgekehrten primidren Welle, und dann die der
umgekehrten Kugelwelle (273).

Die Gleichung (274) wird befriedigt, wenn man setzt:

(275) £l =r(—1, ,
also  f'O)=—F(=1), FO=F(=9, FO=—F(-2.
Denn dann ergibt sich aus (274):

Ef(=0)+ Li (= — 5o I (— 1) = G,(— 1)
und diese Gleichung ist genau erfiillt fiir alle positiven Werte
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von ¢, wenn die Gleichung (270) fiir alle negativen Werte von ¢,
d. h. fiir alle Zeiten, welche dem Augenblick der Umkehrung,
¢ = 0, vorausgehen, erfilllt ist. Hierdurch ist die Schwingung (275)
des Oszillators fiir alle positiven Zeiten gegeben, und sie stellt,
wie man sieht, in allen Stiicken die Umkehrung des direkten
Schwingungsvorgangs dar.

§ 171. Fassen wir nun weiter die bei dem umgekehrten
Vorgang vom Oszillator emittierte Welle ins Auge, so wird
dieselbe nach (148) dargestellt durch eine nach auBen fort-
schreitende Kugelwelle mit der Wellenfunktion:

1 r

(=5 (276)
Dieser Welle superponiert sich die oben betrachtete durch das
Kugelzentrum hindurchgegangene und nun ebenfalls nach auBen

fortschreitende Kugelwelle, deren Wellenfunktion nach (272) den
Wert besitzt:

—f(-t+3) (277)

Nun ist gemdB der Beziehung (275) die Summe der beiden
Wellenfunktionen (276) und (277) gleich Null, die beiden nach
auBen fortschreitenden Kugelwellen vernichten sich also gegen-
geitig, und wir erhalten das Resultat, daB bei dem betrachteten
umgekehrten Vorgang itberhaupt keine Kugelwelle vom Oszillator
nach auBen geht.

Wenn man alles zusammenfaBt, so besteht mithin der um-
gekehrte Vorgang einfach darin, daB die urspriingliche primire
Welle wieder riickwirts geht und da8 der Oszillator die urspriing-
lich emittierte Welle wieder in sich aufnimmt, ohne eine neue
Welle nach auBen zu entsenden, wobei er seine Schwingungen
genau in umgekehrter Reihenfolge wiederholt.!

§ 172, Nehmen wir als Beispiel den speziellen Fall, daB
tiberhaupt keine primire Welle. vorhanden ist, die den Oszillator
zu Schwingungen anregt. Dann erfolgt einfaches Abklingen der
Oszillatorschwingungen, mit konstantem Dekrement, nach Glei-
chung (1689), indem die Schwingungsenergie in Form von Kugel-
wellen allmihlich in den Raum hinausgestrahlt wird. Kehrt

! Vgl. L. Borrzuany, Sitzungsber. d. Berliner Akad. d. Wissensch.
vom 3. Méirz 1898, p. 182.
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man nun zu irgend einer Zeit die magnetischen Feldstirken
der emittierten Kugelwelle iiberall plétzlich um und ebenso den
Strom f im Oszillator, so geht der Vorgang genau umgekehrt
vor sich: die Kugelwelle kehrt zum Oszillator zurtick, seine
Schwingungen werden mit konstantem Inkrement verstirkt, und
er saugt die frither ausgestrahlte Energie vollstindig wieder ein,
ohne dabei irgendwelche Energiebetriige auszustrahlen.

§ 173. Ein anderes drastisches Beispiel erhalten wir, wenn
ein Oszillator, der urspriinglich gar keine Energie besitzt (f= 0,
f = 0) von einer ebenen periodischen Welle getroffen wird. Der
Oszillator wird allmahlich immer stirker ins Mitschwingen ge-
raten, bis der in § 112 ff. ausfithrlich untersuchte stationire Vor-
gang entsteht, wobei der Oszillator in der Periode der erregen-
den primiren Welle schwingt, mit einem gréBeren oder kleineren
Phasenunterschied gegen dieselbe, und zugleich eine gewisse
Menge Energie nach allen Richtungen des Raumes ausstrahlt,
die er der primiren Welle entzieht (§ 115). Kehren wir nun
den ganzen Vorgang plotzlich um, so wird die primire Welle
den umgekehrten Weg gehen; beim Passieren des Oszillators
nimmt sie die frither an ihn abgegebene Energie wieder von
ihm zuriick, und dadurch wird, obwohl der Oszillator gleich-
zeitig von der zu ihm zuriickkehrenden Kugelwelle gespeist
wird, und obwohl er jetzt gar keine Energie mehr durch
Emission verliert, dennoch seine Energie bestindig verkleinert,
bis sie zuletzt Null wird, indem f und f beide verschwinden.
Wir haben hier also den Fall, daB eine primiire Welle einem
Oszillator, auf den sie fillt, die gesamte Schwingungsenergie
vollstindig entzieht.

‘§174. Die letzten Beispiele umgekehrt verlaufender elektro-
dynamischer Strahlungsvorginge machen es besonders deutlich,
daB hier von einer Giiltigkeit der Gesetze der Wirmestrahlung,
insbesondere von einer steten Vermehrung der Entropie, nicht
die Rede sein kann, und wir kommen daher wieder auf den
schon im vorigen Abschnitt gezogenen SchluB zuriick, daB eine
Ableitung jener Gesetze aus der reinen Elektrodynamik nicht er-
folgen kann ohne besondere Hypothesen, deren Inhalt auf eine
Einschrinkung der elektrodynamischen Moglichkeiten hinaus-
lauft. Man erkennt aber auch sogleich, daB die zuletzt be-
schriebenen, vom Standpunkt der Thermodynamik ganz un-
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verstindlichen Vorginge nur durch eine besondere KEigen-
timlichkeit der den Oszillator erregenden Wellen zustande
kommen. Die bei der Umkehrung eines Strahlungsvorganges
von verschiedenen Seiten auf den Oszillator fallenden Strahlen
sind nimlich in ganz spezieller Weise abhiéngig von der Vor-
geschichte des Oszillators und dadurch auch abhingig von-
einander. Wiirde man nur solche Strahlungsvorgiinge als mog-
lich zulassen, bei denen die von verschiedenen Seiten auf den
Oszillator fallenden Strahlen keinerlei gesetzmiiBige Beziehungen
zueinander aufweisen, so konnte ein derartiger umgekehrter
Vorgang gar nicht zustande kommen, und die Irreversibilitit
der Strahlungsvorginge erschiene wenigstens nicht von vorn-
herein ausgeschlossen. Eine solche Beschriinkung in den Eigen-
schaften der auffallenden Strahlung ist nun enthalten in der
Hypothese der ,natiirlichen Strahlung“, von der in den néchsten
Kapiteln gezeigt werden soll, daB sie in der Tat die Giltigkeit
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik auch fir strahlende
Energie gewihrleistet.

Zweites Kapitel. Ein Oszillator in beliebigem Strahlungsfelde.
Hypothese der natiirlichen Strahlung.

§ 175. Wir behandeln jetzt genau die ndmliche Aufgabe
wie im 3. Kapitel des dritten Abschnitts, nur unter der all-
gemeineren Voraussetzung, daB das Vakuum, in dem sich der
Oszillator befindet, nicht von gleichm#Biger stationérer Strahlung,
sondern von ortlich und zeitlich beliebig verinderlichen Strahlen
erfillt ist, die nach allen mdglichen Richtungen den Raum
durchkreuzen.

Sei wieder /(f) das Moment des von dem linearen Oszillator
zur Zeit ¢ dargestellten elektrischen Dipols, € (f) die in die
Richtung der Oszillatorachse fallende Komponente der Feld-
stirke des elektromagnetischen Feldes, welches von den im
Vakuum sich fortpflanzenden Wellen am Orte des Oszillators
gebildet wird, so ist die Schwingung des Oszillators bestimmt
durch seinen Anfangszustand (fir ¢ = 0) und durch die Diffe-
rentialgleichung (172).

Wir beschriinken von vornherein die ganze Betrachtung auf
ein begrenztes, wenn auch sehr groBes, ndtigenfalls nach Jahren
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zihlendes Zeltlnterva.ll etwa von ¢ =0 bis ¢="T. Dann laBt sich
die Funktion &, (#) fiur dieses Zeitintervall jedenfalls folgendermaBen
schreiben:

(278) (E,=fdu-0,cos(2nut—0,),
0

wobei C, (positiv) und &, gewisse Funktionen der positiven
Integrationsvariabeln » bedeuten, deren Werte iibrigens durch
das Verhalten der GroBe €, in dem genannten Zeitintervall be-
kanntlich noch nicht bestimmt sind, sondern auBerdem noch von
der Art abhiingen, wie die Zeitfunktion €, iiber jenes Intervall
hinaus nach beiden Seiten fortgesetzt wird. Daher besitzen die
GroBen C, und J, einzeln gar keine bestimmte physikalische
Bedeutung, und es wire auch ganz unrichtig, wenn man die
Schwingung €, sich etwa als ein kontinuierliches Spektrum von
periodischen Schwingungen mit den konstanten Amplituden C,
vorstellen wiirde, wie man ibrigens auch schon daraus erkennt,
daB der Charakter der Schwingung €, sich ja im Laufe der
Zeit beliebig #ndern kann. Wie die spektrale Zerlegung der
Schwingung €, vorzunehmen ist, und zu welchen Resultaten sie
fithrt, wird unten im § 180 gezeigt werden.

Wir wollen das Zeitintervall T so groB wihlen, daB nicht
nur v, 7, sondern auch ¢, T durch eine groBe Zahl ausgedriickt
wird, und wollen im folgenden immer nur solche zwischen 0 und 7
gelegene Zeiten ¢ betrachten, fiir welche o#,f, und um so
mehr v, ¢, groBe Werte hat. Diese Festsetzung gewihrt nimlich
den Vorteil, daB wir dann von dem Anfangszustand des Oszillators
(fir ¢ = 0) ganz absehen konnen, weil derselbe sich zur Zeit ¢
nur mit einem Gliede von der GréBenordnung e—c*t geltend
macht und daher dann keinen merklichen EinfluB auf den Zu-
stand mehr ausiibt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ergibt sich fiir
irgendeine erregende Schwingung €, als allgemeine Losung der
Schwingungsgleichung (172), wie leicht durch Vergleich mit (174)
zu verifizieren:

279) Fl) =y sfdu .siny,-cos@mvt — I, —7,),
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
(280) ctgy, = Akl

o
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Um y, eindeutig zu machen, wollen wir noch festsetzen,
daB y, zwischen 0 und = liegt.
sing,

’,B

Da o klein ist, so weicht nur dann merklich von Null

ab, wenn v /y, nahezu = 1, d. h. es tragen nur diejenigen Glieder
des Fourrerschen Integrals merklich zur Resonanzerregung bei,
deren Index v der Eigenschwingung », des Oszillators nahe liegt.
Man kann daher in vielen Fillen hinter dem Integralzeichen »
durch v, ersetzen, wovon wir im folgenden O&fters Gebrauch
machen werden.

§ 176. Die ,Intensitit der erregenden Schwingung“! J als
Funktion der Zeit ¢ definieren wir als den Mittelwert von €}
in dem Zeitintervall von ¢ bis ¢ 4 z, wobei T moglichst klein ge-
nommen ist gegen die Zeit 7, aber immer noch groB gegen die
Zeit 1 /v, d. h. gegen die Zeitdauer einer Eigenschwingung des
Oszillators. In dieser Festsetzung liegt eine gewisse Unbestimmt-
heit, welche bewirkt, daB im allgemeinen J nicht nur von ¢,
sondern auch von r abhiingig bleiben wird. Wenn dies der Fall
ist, kann man von einer Intensitit der erregenden Schwingung
fiberhaupt nicht reden; denn es gehdrt mit zum Begriff der
Schwingungsintensitit, daB ihr Betrag sich innerhalb der Zeit-
dauer einer einzelnen Schwingung nur unmerklich #ndert (vgl.
oben §3). Daher wollen wir kinftig nur solche Vorginge in
Betracht ziehen, bei denen unter den angegebenen Bedingungen
ein nur von ¢ abhiingiger Mittelwert von &? existiert. Die spater
vorzunehmende weitere Beschrinkung auf den Fall der ,natiir-
lichen Strahlung# wird zugleich auch die Erfiillung der hier als
notwendig erkannten Bedingung enthalten. Um ihr in mathe-
matischer Hinsicht zu geniigen, wollen wir zunichst annehmen,
daB die GréBen C, in (278) fir alle diejenigen Werte von » un-
merklich klein sind, welche gegen v, verschwinden, oder, anders
ausgedriickt, daB in der erregenden Schwingung €, keine ganz
langsamen Perioden von merklicher Amplitude enthalten sind.

Zur Berechnung von J bilden wir nun aus (278) den Wert
von G? und bestimmen den Mittelwert G? dieser Grﬁl..’ge durch
Integration nach ¢ von ¢ bis ¢ + z, Division durch = und Ubergang

! nicht zu verwechseln mit der ,Feldintensitit (Feldstiirke) €, der
erregenden Schwingung.
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zur Grenze durch gehdrige Verkleinerung von z. KEs ergibt sich
so zun#ichst:

Qo
(E.’=ffdv’duC,:C,cos(2nw't — S, )cos2mvt— 3,).
00

Vertauscht man die Werte von ¥ und #’, so #ndert sich die
Funktion unter dem Integralzeichen nicht; daher setzen wir fest:

v >
und schreiben:
€)= 2ffdv'du 0, C,co82nv't —F,)cos2avt—3,)
oder:
(E,’=ffdw’dw C, G fcos[2m(y’ — )t — &, + &,]

4+ cos [2a(v’' + vt — &, — 3,]}.
Folglich:
t+x

—_— 1
J=@.’=7f@.’dt

t
=ffd,,rd” o, C, {sinn(v'— v)r-cos[m (v’ — »)(2¢ + 1) — 3y’ + Iv]

(' — vz

+

sinmw (v’ +9)5-co8[m (v +»)(2¢ + 1) — Iy — Iy]
(v’ + )1 }

Da nach der oben gemachten Voraussetzung alle diejenigen
C, unmerklich klein sind, fiir welche » gegen », verschwindet,
so kann man in dem vorstehenden Ausdruck », und um so mehrs’,
als von gleicher oder hdherer GroBenordnung wie ¥, annehmen.
Lassen wir nun 7 immer kleiner werden, so ist vermdge der
Bedingung, daB »,z groB bleibt, der Nenner (v' + )7 des zweiten
Bruches jedenfalls groB, wihrend der des ersten Bruches,
(v — »)r, mit abnehmendem 7 unter jeden endlichen Betrag
herabsinken kann. Daher reduziert sich das Integral fiir ge-
niigend kleine Werte von »" — v auf:

ffdv’dv C,Cycos[2m(y’ — v)t — I, 4+ 3],

also in der Tat unabhingig von z. Die ibrigen Glieder des
Doppelintegrals, welche groBeren Werten von #' — v, d. h.
schnelleren Anderungen mit der Zeit entsprechen, hiingen im
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allgemeinen von z ab und miissen daher verschwinden, wenn die
Intensitit J nicht von 7 abhingen soll. Daher ist in unserem
Falle, wenn man noch

p=v'—v(>0)
als zweite Integrationsvariable statt »’ einfiihrt:

J=ffdp,dw0,+,‘0,cos(2n,ut—0,+,‘+0,) 281)
oder:
J=fdy(A,,sin*2np,t+Bﬂcos2npt),
wobei:
4, =fdwC,+,‘C,sin(u vin— %) (282)

By=[dv 0,40 008(3, 44— ).

Hierdurch ist die Intensitit J der erregenden Schwingung,
falls sie tiberhaupt existiert, als Funktion der Zeit ¢ in der Form
eines Fourierschen Integrals dargestellt.

§ 177. Schon in dem Begriff der Schwingungsintensitit J
liegt die Voraussetzung enthalten, daB diese GréBe mit der Zeit ¢
viel langsamer variiert als die Schwingung €, selber. Dasselbe
folgt aus der Berechnung von J im vorigen Paragraphen, Denn
dort ist fir alle in Betracht kommenden Wertenpaare von C,
und G, vyt und v v groB, dagegen (»' — »)r klein; folglich
a fortiori

' —»

= £ klein, (283)

und demgem#B sind die Fourierschen Integrale € in (278)
und J in (282) in ganz verschiedener Weise mit der Zeit ver-
anderlich. Wir werden daher im folgenden in bezug auf die
Abhingigkeit von der Zeit zwei verschiedenartig veriinderliche
Arten von GroBen zu unterscheiden haben: schnell veriinderliche
GroBen, wie €, und das mit §, durch die Differentialgleichung (172)
verbundene f, und langsam verinderliche GriBen, wie J und
ebenso auch U, die Energie des Oszillators, deren Wert wir im
nichsten Paragraphen berechnen wollen. Doch ist dieser Unter-
schied in der zeitlichen Verénderlichkeit der genannten GréSen
nur ein relativer, da der absolute Wert des Differentialquotienten
von J nach der Zeit von der GroBe der Zeiteinheit abhiingt und
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durch geelgnete Wahl derselben beliebig groB gema.cht werden
kann. Man ist daher nicht berechtigt, J(f) oder U(#) schlechthin
als langsam veréinderliche Funktionen von ¢ zu bezeichnen. Wenn
wir diese Ausdrucksweise der Kiirze halber in der Folge dennoch
anwenden, so geschieht das stets im relativen Sinne, ndmlich
mit Bezug auf das abweichende Verhalten der Funktionen €, (t)
oder £(¢).

Was nun aber die Abhéngigkeit der Phasenkonstante &, von
ihrem Index v anbetrifft, so besitzt diese notwendig die Eigen-
schaft der schnellen Veriinderlichkeit im absoluten Sinne. Denn
obwohl p klein ist gegen v, ist doch die Differenz &, , , — &,
im allgemeinen nicht klein, weil sonst die GroBen 4, und B, in
(282) zu spezielle Werte erhalten wiirden, und daraus folgt, da8
(09,/0v).-v durch eine groBe Zahl dargestellt wird. Hieran
dndert auch ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine Verlegung
des Anfangspunktes der Zeit nichts Wesentliches.

Die schnelle Veranderlichkeit der GroBen %, und ebenso C,
mit ¥ ist also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung fiir
die Existenz einer bestimmten Schwingungsintensitit J, oder mit
anderen Worten: fiir die Moglichkeit der Einteilung der von der
Zeit abhiingigen GroBen in schnell verinderliche und in langsam
verinderliche — einer Einteilung, die auch in anderen physi-
kalischen Theorien hiufig gemacht wird und auf welche sich alle
folgenden Untersuchungen griinden.

§ 198. Die im vorstehenden eingefithrte Unterscheidung
zwischen schnell verinderlichen und langsam verinderlichen
GroBen ist in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig,
weil wir im folgenden nur die langsame Abhiingigkeit von der
Zeit als direkt meBbar annehmen wollen. Damit nihern wir
uns eben den in der Optik und in der Wirmestrahlung tat-
sichlich stattfindenden Verhiltnissen. Unsere Aufgabe wird
dann darin bestehen, Beziehungen ausschlieBlich zwischen lang-
sam veridnderlichen GriéBen aufzustellen; denn diese allein sind
es, welche mit den Ergebnissen der Erfahrung verglichen
werden konnen. Wir bestimmen daher nun zuniichst die
Werte der wichtigsten hier in Betracht kommenden langsam
verinderlichen GrioBen, nimlich die Energie des Oszillators

und den Betrag der vom Oszillator emittierten und absorbierten
Energie.
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Die Energie des Oszillators, die in (142) ausgedriickt
ist, besteht aus zwei Teilen: der potentiellen Energie und der
kinetischen KEnergie. Da wegen der kleinen Dampfung der
Mittelwert dieser beiden Energiearten jedenfalls der namliche
ist, d. h.

3 d
Kfi= ( oL ) (284)
wie sich iibrigens auch direkt aus (168) und (279) ableiten liBt,
80 konnen wir auch schreiben:

U=Kf2, (285)

indem wir mit /> den Mittelwert von f? in dem Zeitintervall
von ¢ bis ¢ 4 7 bezeichnen. Dieser Mittelwert berechnet sich
nach (279) genau in der nimlichen Weise wie der von G? in

§ 176, nur daB hier 3%63’;% statt C,, und &, + 7, statt 9,

zu setzen ist. Wir erhalten daher analog (281) mit Riicksicht
auf den Wert von K in (168):

- siny,, ,sing,
/. L ffdp,dw Crvp G22It 0T 288

CB2aut —Fipu+H—2esrut 7).

Hierbei ist davon Gebrauch gemacht, daB u kein ist gegen »,
und daB in dem Integral nur diejenigen Glieder merklich in
Betracht kommen, fir welche » nahe gleich #,.

Statt dessen kann man schreiben:

U=fdy (@u8in 2@ pt 4 b,cos 2w pui),

wobei:

Gy = o fdw0,+,,0

siny,  sing,
b,; 16 3 fd'” Cy+p _-'L_ 8(07+;4 -3, 4+ Vodp— 7’)

Ebenso wie C, und &,, so ist auch y,, wie man aus (280)
erkennt, im absoluten Sinne schnell veriinderlich mit ». Man
darf daher, obwohl p klein ist gegen », den Winkel y, ., nicht
etwa annihernd gleich y, setzen, nimlich dann nicht, wenn u
von gleicher oder sogar hoherer GriBenordnung ijst, wie ¢,

PLANCK, Wirmestrahlung. 13

(287)

sin 7,+Fsm Y, .

sin (19'v+p - 0' + Votu— 77)
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§ 179 Der Betrag der vom Oszillator in der Zelt dt
emittierten Energie, als einer ,langsam veriinderlichen® GrdBe,
ergibt sich aus der Gleichung (151) zu:

ot f‘s(t)'dt

oder nach (279), durch Bildung des Mittelwertes in derselben
Weise wie oben:

- 8¢t dtf dv du Cv+,40 Bln7,+”8in7L

»3

csapt — Fip+F—2vrut+ )
also durch Vergleich mit (286):
(288) =20, Udt.

Die in einem Zeitelement vom Oszillator emittierte
Energie ist proportional der Energie des Oszillators,
ferner seiner Schwingungszahl und seinem logarith-
mischen Dekrement.

Der Betrag der vom Oszillator in der Zeit d¢ absorbierten
Energie, als einer ,langsam verinderlichen“ Grofe, 1a6t sich
entweder aus (170) berechnen durch die Bildung des Mittel-

wertes von G, ( f ) mit Hilfe der bekannten Ausdriicke fiir €,

und £, oder auch direkt aus einer Anwendung des Prinzips der
Erhaltung der Energie, welche besagt, daB die im Zeitelement d ¢
vom Oszillator absorbierte Energie gleich ist der Summe der
in dem Zeitelement erfolgten Energiezunahme und der emittierten
Energie:
289) G, fdt=dU+ 20, Udt.

Setzt man hierin fir U den in (287) gegebenen Wert, so

ergibt sich fiir die in der Zeit d¢ vom Oszillator absor-
bierte Energie der Wert:

dt-fdp, (@/sin2mpt + b, cos2mpt),
(290) wobei:
a, =20v,a,—2npbd,,
b)) =20v,b,+2npa,.
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Diese GroBen wollen wir nun mit der Intensitit der er-
regenden Schwingung in eine allgemeine Beziehung bringen,
wobei immer festzuhalten ist, daB das Verhiltnis u: ¢ v, beliebig
groBe und kleine Werte annehmen kann.

§ 180. Von den bisher in unseren Glelchnngen auf-
tretenden EnergiegroBen diirfen wir als direkt meBbar ansehen
nur die Intensitit J der erregenden Schwingung und die
Energie U des Oszillators. Dieselben stehen aber im all-
gemeinen in keinem einfachen Zusammenhang miteinander, da
die Energie des Oszillators nicht allein von der Gesamt-
intensitéit J der erregenden Schwingung &, sondern noch von
spezielleren Eigentiimlichkeiten, nimlich von den spektralen
Eigenschaften dieser Schwingung abhingt. Man kann nun offen-
bar die Eigenschaften einer bestimmten erregenden Schwingung
dadurch weiter verfolgen, daB man die zu untersuchende Schwin-
gung auf verschiedene Resonatoren wirken 148t und die Energie
miBt, welche ein jeder Resonator einzeln unter dem Einflu
derselben erregenden Schwingung annimmt. Es ist dies ganz
die nimliche Methode, welche in der Akustik zur Analyse eines
Klanges angewendet wird.

Hierauf griinden wir unsere Definition der in der Gesamt-
intensitit J enthaltenen Intensitit §, einer bestimmten
Schwingungszahl ». Wir setzen niimlich:

T=[Q,dv (291)
: J

und definieren ,, eine ,langsam verinderliche* Funktion der
beiden Variabeln v und # durch die Energie, welche ein Reso-
nator mit der Schwingungszahl » unter dem EinfluB der er-
regenden Schwingung €, annimmt. Den Resonator nehmen wir
der Einfachheit halber von der gleichen Beschaffenheit an wie
den bis jetzt betrachteten Oszillator.

Doch ist hier noch ein wichtiger Punkt zu erledigen. Da
namlich die Energie eines von der Schwingung €, erregten
Resonators nicht allein von seiner Eigenschwingung, sondern
auBerdem auch von seiner Dimpfung abhiingt, so ist noch auf
eine geeignete Wahl der Démpfungskonstanten des zur Messung
der Intensitit &, benutzten Resonators Riicksicht zu nehmen.
Damit der Resonator auf eine bestimmte Schwingungszahl und

18*
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nicht etwa auf ein endliches Intervall von Schwingungszahlen
merklich reagiert, muB sein D#mpfungsdekrement klein sein.
Es darf aber auch andererseits nicht allzu klein genommen
werden; denn ein Resonator mit sehr kleiner Dimpfung braucht
sehr lange Zeit zum Abklingen, und ein solcher Resonator
wiirde den Zweck, durch sein Mitschwingen jederzeit eine gleich-
zeitige Eigenschaft der ihn erregenden, im allgemeinen mit der
Zeit verinderlichen Schwingung anzugeben, nicht erfiillen, da
seine Energie nicht von der gleichzeitigen Beschaffenheit,
sondern zugleich auch von der Vorgeschichte der erregenden
Schwingung abhiingen wiirde. Die Energie des Resonators
wiirde also nicht die Intensitit , selber, sondern einen ge-
wissen, {iber einen grdBeren Zeitraum erstreckten Mittelwert
dieser GroBe zum Ausdruck bringen.

Um diesen Umstand zu beriicksichtigen, wiihlen wir das
logarithmische Dekrement o aller zur Analyse der erregenden
Schwingung @, benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1,
machen aber doch g v groB gegen alle u, was stets mdglich ist,
da nach (283) p klein ist gegen ». Dann ist der Zustand eines
analysierenden Resonators, z. B. desjenigen mit der Schwingungs-
zahl v,, vollstindig bestimmt durch die gleichzeitige Beschaffen-
heit der erregenden Schwingung, und man kann sagen, da8 der
Resonator alle Intensititsschwankungen der erregenden Schwin-
gung momentan anzeigt. In der Tat ersieht man z. B. leicht
aus (290), wenn man darin ¢ statt ¢ setzt, daf die Glieder mit
dem Faktor u gegen die Glieder mit dem Kaktor gy, ver-
schwinden und daB dadurch die vom Resonator absorbierte
Energie proportional wird seiner augenblicklichen Energie U,
was nur dann mdéglich ist, wenn der Zustand des Resonators
nur von der gleichzeitigen Beschaffenheit der erregenden
Schwingung abhingt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge-
samtintensitit J der erregenden Schwingung enthaltene In-
tensitdt der Schwingungszahl »,, die wir kurz mit J, bezeichnen
wollen, nach (286) als Funktion der Zeit gegeben durch:

8¢t in?d
o= o' forg ) [ ¥ Crin G2

»®

cos2apt— Fpp+ %),
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Hier ist », ein von #, abhingiger, sogleich zu bestimmender
Proportionalititsfaktor; der Winkel J, geht aus y, in (280) her-
vor, wenn man darin ¢ statt o setzt, also:

ctgd, = %ﬂ (292)

und d,4, ist =0, gesetzt, da u klein ist gegen ow,. Der
Proportionalitatsfaktor », bestimmt sich aus der Bedingung (291).
Schreibt man némlich diese Bedingung nach (281) in der Form:

ffd,‘ v Gy Cycos@apt — &y + ) =f30 dv,,
0

so folgt aus dem soeben fiur J, gefundenen Ausdruck, da p
und v nicht von », abhingen:

l—fdvo 130'"" -gin?J,,

oder nach (292):

16 n*»® %o 1
3 c° —-fdﬂo ) * Lt v (v — V) .

0 ?. »8

Da nun ¢ klein ist gegen 1, so braucht man nur diejenigen
Werte der Funktion unter dem Integralzeichen zu beriick-
sichtigen, fiir welche », nahe = » ist, und erhilt so ganz &hn-
lich wie in § 122:

82 (% 1 o
8¢t 0 dni(y, — v 2 '
¢ 14 28 e
§ P

wenn » den Wert von x, fir v, =» bedeutet. Daraus er-
gibt sich:

82 nty,? |
8¢t

Daher ist die Intensitit J, der Schwingungszahl v,:

% =

=fdy(2[,‘lsin2npt+§B,‘lcos2n,ut),
wobei:
25,2 sin®J,
91,0‘ = eo fd’ll C,+,‘ " ('_9"+,‘ -— ’)’ (293)

o 272 f d sin? g
= v Cv v id
B ) +u "

( v+p T V)
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Im a.llgememen werden die Werte von %, und B, noch
von ¢ abhingig sein. In diesem Falle kann man von einer
Intensitit der Schwingungszahl », in bestimmtem Sinne gar
nicht reden. Wir wollen nun fir das Folgende die Voraus-
setzung machen, daB eine jede Schwingungszahl v eine ganz
bestimmte, mit der Zeit ,langsam verinderliche Schwingungs-
intensitit J, besitzt, unabhingig von der zu ihrer Messung
dienenden GroBe o. Dann ist zugleich auch die schon in § 176
eingefithrte Bedingung erfiillt, daB eine Gesamtintensitit

J=6f3,d1/

der erregenden Schwingung €, existiert. Auf die Frage, wes-
halb und inwieweit diese Annahme, welche iibrigens in der
Wirme- und Lichtstrahlung bisher tatsichlich stets gemacht
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soll hier nicht n#iher
eingegangen werden.

§ 181. Wir haben jetzt die erregende Schwingung €,, die
zu den ,schnell verinderlichen“ und daher nicht direkt meSB-
baren GroBen gehort, so weit analysiert, daB wir ihre Ge-
samtintensitit J zu jeder Zeit in eine Reihe von meBbaren
GroBen zerlegt haben: den Intensititen J, der verschiedenen
Schwingungszahlen ». Weitere Mittel, um ,langsam verinder-
liche Eigenschaften von €, abzuleiten, besitzen wir nicht; die
Methoden der Analyse sind also hiermit erschopft Was wir
durch sie von der schnell verinderlichen Schwingung €, kennen
gelernt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent-
haltenen Mannigfaltigkeit von Eigenschaften nur auBerst wenig.
Die Funktionen C, und &, selber, in ihrer Abhingigkeit von v,
sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes ginz-
lich unbekannt.

Stellen wir nun zunichst dasjenige zusammen, was wir
durch Messung der Intensitit J, der Schwingungszahl »,, als
einer langsam veréinderlichen Funktion der Zeit ¢, tiber die
schnell verinderlichen GréBen C, und ¢, erfahren kionnen. Als
meBbar haben wir in (298) die GroBen %S und B, zu betrachten,
fir alle Werte von p. Setzen wir nun:

(294) [ CornCsin(@y,—3) =AW +§,
CoyuCeos(P,y,— ) =93, + 1,




wobei § und 7 schnell veranderhche Funktionen von » und p
sind, so folgt aus (293):

— . 220 -fdal sin?J, 2,,0 f§ sm’aé .

l' I 4

Nun-ist mit Rtcksicht auf (292):

2 sin?d
~2-y°—f —dv =1,

e 14
Folglich:
sin? §
f §—5—dv=0.
Ebenso:
gin®J,
N—z—dv=0.

nd,
Da ——X fiir alle Werte von » verschwindet, deren Ver-

hiltnis zu vo nicht nahe gleich 1 ist, so stellt die GroBe %
in (294) den langsam veriinderlichen Mittelwert der schnell
verinderlichen GréBe C, .., C, sin (3, 4 , — &) fiir » nahe gleich »,
vor, und ebenso B;, den entsprechenden Mittelwert der schnell
verinderlichen GrdBe C, . , C,cos (%, 4, — &)!

Kehren wir nun zu der Untersuchung des Oszillators mit
der Schwingungszahl », und dem D#mpfungsdekrement ¢ zuriick,
so ist zundchst von vornherein einleuchtend, daB zur Berechnung
des Einflusses, welchen die erregende Schwingung €, auf den
Oszillator ausiibt, die Kenntnis der Mittelwerte %y, und B;, im
allgemeinen noch nicht geniigt, sondern daB dazu die GréBen C,
und %, selber bekannt sein miissen. In der Tat ersieht man
aus dem in (287) abgeleiteten Ausdruck der Energie U des
Oszillators, daB diese erst dann genau berechnet werden kann,
wenn man die Werte von G, ,C,sin($, 4, —¢,) und von
Cy 4+ C,co8(3, ,, —3,) fir jeden Wert von » anzugeben ver-
mag, fiir den »:3, nahe gleich 1 ist. Mit anderen Worten: die

! Man kinnte auch sehr viel einfacher die Intensitiit J, einer be-
stimmten Schwingungszahl » durch die genannten Mittelwerte definieren,
indem man das fiir die Gesamtintensitit J aufgestellte Integral (281) ein-
fach in der Form der Gleichung (291) schreibt und daraus die Werte %
und B, ableitet. Dann geht aber die hier benutzte physikalische Bedeutung
der Definition verloren.
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in der erregenden Schwingung enthaltene Intensitit J, der
Schwingungszahl »,, auch wenn sie fir alle Zeiten bekannt ist,
bestimmt im allgemeinen noch nicht die Energie U des von der
Schwingung getroffenen Oszillators.

Somit bleibt nichts anderes tibrig, als entweder auf die
Konstatierung eines allgemeinen Zusammenhangs der GroBen U
und g, tberhaupt zu verzichten, was aber den Ergebnissen aller
Erfahrung zuwiderlaufen wiirde, oder mittels einer neu einzu-
fihrenden Hypothese die vorhandene Kluft zu #berbriicken.
Die physikalischen Tatsachen entscheiden fir die zweite Alter-
native.

Die Hypothese, welche wir jetzt als die n#chstliegende und
wohl einzig mdgliche einfithren und fiir alles folgende beibehalten
wollen, besteht in der Annahme, daB bei der Berechnung von U
aus der Gleichung (287) in den Integralen, welche die Werte der
Koeffizienten a, und 3, angeben, fir die schnell verinderlichen
GréBen O, , 0 sin(%, 4, —%,) und G, ,Cco8(d, ,— )
— die einzigen von C, und &, abhiingigen GriBen, die in diesen
Integralen vorkommen — ohne merklichen Fehler ihre langsam
veriinderlichen Mittelwerte % und B] gesetzt werden konnen.
Damit erhilt dann die Aufgabe, U aus &, zu berechnen, eine
ganz bestimmte, durch Messungen zu verifizierende Losung. Um
aber auszudriicken, daB die hier abzuleitenden Gesetze nicht fiir
jede Art Schwingungen, sondern nur mit AusschlieBung gewisser
besonderer Einzelfille gelten, wollen wir jede Art Strahlung, auf
welche die hier eingefithrte Hypothese paBt, als ,natiirliche
Strahlung bezeichnen. Dieser Name empfiehlt sich deshalb, weil,
wie sich im n#ichsten Kapitel zeigen wird, der so charakterisierten
Strahlung gerade die Eigenschaften der Wirmestrahlung zu-
kommen,

Man kann den Begriff der natiirlichen Strahlung noch an-
schaulicher, aber weniger direkt, als oben geschehen, auch dahin
fassen, daB bei ihr die Abweichungen der unmeBbaren schuell
verinderlichen GroBen C,, , C, sin(%, ;. , — 3,) usw. von ihren
meBbaren langsam verinderlichen Mittelwerten %3 usw. ginzlich
unregelmiBig sind, entsprechend der ,elementaren Unordnung«
(§ 132).

§ 182. GemdB der im vorigen Paragraphen eingefiihrten
Hypothese ergibt sich aus der Gleichung (287):
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8¢t sin 7’v+psinrv
B = 16n’afdw »® '

(913003(77+y — 7))+ Basin(y, 4 — 79))7

3 o8 sin y; +u siny,
bu = 16n’¢rfdv »®

(ﬁ.: OOS()’,_'_'“ - 7’7) - 2[,: Sin(7v+;¢ - 7v)) )

oder:
e + B9,

% =T16ne 16 ’o‘

b Ble —ULH),

[d = 16 2
wobei:

a0
siny sin g,
o =fdv—’—’:,"—"cos(y,+” — 7))

-
siny, sing, .,
ﬁ.—.fdw——%;" “8in (Yy 4 4 — V)
0

Nun ergibt sich mit Berticksichtigung der in (280) gegebenen
Werte von ctgy, und ctgy,,, durch elementare Rechnungen,
wobei besonders zu beachten ist, daB ¢ klein ist und daB u
im allgemeinen von derselben GréBenordnung ist wie ¢ ,:

_c 1
@= 2yt ndut
gt}

_ mp 1
P= e
aty,?

Folglich, wenn man daraus a, und b, berechnet und die so

erhaltenen Werte in (290) einsetzt:

, 8c¢c o
a, = —A,
w 16n3y, *
’ 8¢%0 o
b’ = 1672w, By

Die in der Zeit d¢ vom Oszillator absorbierte Energie ist also
nach (290):
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dt- 1?5:::. -fdp(%;sinZuyt + B cos2mut),
oder nach (293):
LY
(295) = dt- TG;—,:; -3, -

Die in einem Zeitelement vom Oszillator absorbierte
Energie ist proportional der in der erregenden Schwin-
gung enthaltenen Intensitit seiner Eigenperiode, ferner
seinem logarithmischen Dekrement und dem Kubus der
Lichtgeschwindigkeit, und umgekehrt proportional der
Schwingungszahl.

Bei der natirlichen Strahlung wird also stets positive
Energie absorbiert, was im allgemeinen, wie schon in der § 111
gemachten Bemerkung betont wurde, nicht der Fall zu sein
braucht.

Durch Substitution des Wertes der absorbierten Energie in
(289) erhilt man schlieBlich die Fundamentalgleichung der ent-
wickelten Theorie:

8c®
d"W':,'3° =dU+ 209, Udt
oder;
aU 8 c®
(296) —d—t—+20"voU=w—:,:o—30.

Diese Differentialgleichung kann zur Berechnung der Energie U
des Oszillators benutzt werden, wenn die seiner Schwingungs-
zahl v, entsprechende Intensitit §, der erregenden Schwingung
als Funktion der Zeit gegeben ist. Da die Funktionen U(f)
und J,(f) hier nicht mehr durch Fouriersche Integrale dar-
gestellt zu werden brauchen, so konnen wir von jetzt ab auch
die frither in § 175 eingefiihrte Beschrinkung in bezug auf das
betrachtete Zeitintervall wieder aufheben, und diese und die
folgenden Gleichungen als fiir alle positiven und negativen
Zeiten giiltig ansehen,

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (296) ist:

t
T?;_:;’U_ISO (@) e2on@—04dg,

Yo

U=
Fir konstantes J, hat man:

8e?

U= @sto-



Erhaltung der Energie und Vermehrung der Eniropie 203

Bei konstanter Bestrahlung ist die Energie des
Oszillators proportional der in der erregenden Schwin-
gung enthaltenen Intensitit seiner Schwingungszahl,
ferner dem Kubus der Lichtgeschwindigkeit, und um-
gekehrt proportional dem Quadrat der Schwingungs-
zahl, aber unabhingig von der Dimpfung.

Nachdem vir so die Abhingigkeit der Energie des Oszillators
von der Intensitit der erregenden Schwingung festgestellt haben,
wird es unsere nichste Aufgabe sein, die letztere GrdBe in
Zusammenhang zu bringen mit der im umgebenden Felde statt-
findenden Energiestrahlung. Dies geschieht nach bekannten
Methoden im ni#ichsten Abschnitt und fuhrt zur Formulierung
der Gesetze der Energie und der Entropie.

Drittes Kapitel.
Erhaltung der Energie und Vermehrung der Entropie.

§ 183. Indem wir jetzt zur Untersuchung der Vorginge
in dem den Oszillator umgebenden elektromagnetischen Felde
fibergehen, wollen wir fiberall im folgenden von den im vorigen
Kapitel abgeleiteten Resultaten Gebrauch machen, selbstverstind-
lich unter der Voraussetzung, daB dabei tiberall und zu allen
Zeiten die Bedingungen der natiirlichen Strahlung erfiillt sind.
Dementsprechend brauchen wir kiinftig nie mehr mit Amplituden
und Phasen zu rechnen, sondern stets nur mit Intensititen und
Energien, d. h. mit ,langsam verinderlichen* (im Sinne des § 177)
GroBen. In diesem Sinne ist auch die Bedeutung der unten
benutzten Raumelemente und Zeitelemente zu verstehen, niimlich
als GroBen, welche unendlich klein sind gegen die Dimensionen
der betrachteten Riaume und Zeiten, aber immer noch groB
gegen die betrachteten Wellenlingen und Schwingungsdauern.
Die Winde des durchstrahlten Vakuums denken wir uns als
ruhende, absolut spiegelnde Flichen, deren Kriimmungsradien
groB sind gegen alle in Betracht kommenden Wellenlingen (§ 2).

Dann ist die totale Energie U, des durchstrahlten Vakuums
und einer darin in gehdrigen Abstiinden voneinander befindlichen
Anzahl von Oszillatoren der betrachteten Art von der Form:

U= 20U+ [uds, (207)
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wobei U die Energie eines einzelnen Oszillators, = die Summation
iber alle Oszillatoren, und « die Dichte der strahlenden Energie
im Raumelement dr des Vakuums bezeichnet. Da die Oszillatoren
verschwindend kleine Riume einnehmen, so ist es gleichgiltig,
ob in dem Integral die Integration auch iiber die von den
Oszillatoren erfilllten Riume erstreckt wird oder nicht.

Die riaumliche Dichte » der elektromagnetischen Energie in
einem Punkte des Vakuums ist:

u= - @ +&G+E+51+ 9 + ),

wo €2, G/, G, 92, ©;, 9! die Quadrate der Feldstirken be-
deuten, als ,langsam veriinderliche GréBen (§ 177) betrachtet,
und daher mit dem auf den Mittelwert deutenden Querstrich
versehen. Da fiir jeden einzelnen Strahl die mittlere elektrische
und magnetische Energie gleich sind, kann man immer schreiben:

(208) u= (& +E+ ).

Nun wollen wir die Intensitit J = G? der einen Oszillator
erregenden Schwingung (§ 176) aus den Intensititen der den
Oszillator von allen Seiten treffenden Wirmestrahlen berechnen.

Zu diesem Zweck miissen wir auch auf die Polarisation der
den Oszillator treffender monochromatischen Strahlen Riicksicht
nehmen. Fassen wir also zunichst ein Strahlenbiindel ins Auge,.
welches den Oszillator innerhalb eines Elementarkegels trifft,
dessen Spitze im Oszillator liegt, und dessen Offnung d 2 durch (5)
gegeben ist, wobei die Polarwinkel ¢ und ¢ die Richtung der
Fortpflanzung der Strahlen bezeichnen, so zerfillt das ganze
Strahlenbiindel in eine Reihe monochromatischer Biindel, von
denen eines die Hauptwerte der Intensitit & und & (§ 17) be-
sitzen moge. Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen die zur
Hauptintensitit & gehdrige Polarisationsebene mit der durch die
Richtung des Strahles und die Z-Achse (die Oszillatorachse) ge-
legten Ebene bildet, mit w, einerlei in welchem Quadranten,
so 1aBt sich nach (8) die spezifische Intensitit des monochro-
matischen Biindels zerlegen in die beiden geradlinig und senk-
recht aufeinander polarisierten Komponenten:

Rcoslw 4 & sinw,
R sin?w 4+ & costw,
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von denen die erste in der durch die Z-Achse gehenden Ebene
polarisiert ist, da sie fir @ = 0 gleich & wird. Diese Kom-
ponente liefert keinen Beitrag zu dem Werte von G im
Oszillator, weil die elektrische Feldstirke eines geradlinig polari-
sierten Strahles senkrecht steht auf der Polarisationsebene. Es
bleibt also nur ubrig die zweite Komponente, deren elektrische

Feldstirke den Winkel % — & mit der Z-Achse bildet. Nun ist

nach dem Poyntinaschen Satze die Intensitit eines geradlinig
polarisierten Strahles im Vakuum gleich :—"mal dem mittleren

Quadrat der elektrischen Feldstirke. Folglich ist das mittlere
Quadrat der elektrischen Feldstirke des hier betrachteten
Strahlenbiindels:

i;—'—(@sin’m + & cos? w)dvd Q

und das mittlere Quadrat der Komponente davon in der Richtung
der Z-Achse: '

2% @sin?w + @ cos? w)sin? F dvd Q. (299)

Durch Integration #ther alle Schwingungszahlen und alle ('jﬂ'nungs'-
winkel erhalten wir mithin den gesuchten Wert:

6 =22 [sinr9aQ f dy (R sin*w, + §, cos?w,) = J. (300)

Sind speziell alle Strahlen unpolarisiert und die Strahlungs-
intensitit nach allen Richtungen konstant, so ist ®, = ®," und, da:

fsin’#d.Q =ffsin”0dc9dtp = %’5,

&= 3::’f@,dw=@§=@§

und durch Substitution in (298):
8n
u=— f R, dv,

iitbereinstimmend mit (22) und (24).
Nehmen wir nun nach § 180 die spektrale Zerlegung der
Intensitit J vor:

J= f S, dv,
so ergibt sich durch Vergleichung mit (300) fir die in der
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erregenden Schwmgung enthaltene Intensitit einer besummten
Schwingungszahl v der Wert:

@o1 g,=17 f sin? & dQ (R, sin* w, + §,’ cos? w,).

Da nun § mit der Energie U des Oszillators durch die
Gleichung (296) zusammenh#ingt, so ist hiermit die Moglichkeit
gegeben, die Schwingung des Oszillators zu berechnen, wenn
die Intensititen und Polarisationen aller den Oszillator treffen-
den Strahlen fiir alle Zeiten bekannt sind. Insbesondere er-
gibt sich fiir unpolarisierte und nach allen Richtungen gleich-

miBige Strahlung:

3- 22

und nach (296):

dU +20"1/U=2c 09.

Der Index 0 kann von jetzt an weggelassen werden. Ist die
Strahlung auch noch unabhiingig von der Zeit, oder der Strahlungs-
zustand ,,stationdr*, so ist auch U von der Zeit unabhingig und:

']
302) U=>8,

tibereinstimmend mit Gleichung (193).
§ 184. Die ganze in der Zeit d¢ von dem Oszillator ab-
sorbierte Energie betrigt nach (295):

8eta
16t » 3

dt-
oder nach (301):

dt - —i‘;—“fsm” G dQ(Rsintw + R cos?w).
Daher wird von der in der Richtung (&, ¢) auf den Oszillator
fallenden Strahlung in der Zeit d¢ der Energiebetrag:

8cto

dt - n

- (® sin?w 4 R cos? w)sin? § d 2
absorbiert.

Nun betrigt die spezifische Intensitit der in der Richtung
(9, @) auf den Oszillator fallenden Strahlung, soweit sie ,,ab-
sorbierbar ist, d. h. die dem Oszillator entsprechende Schwingungs-
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zahl und Polarisation besitzt, nach (299), da der Faktor ——cf—’—dv aQ
hier wegzulassen ist:

(R sin®w + R’ cos? w)sin? & . (808)

Daraus ergibt sich der Satz: der absolute Betrag der vom

Oszillator in der Zeit d¢ absorbierten Energie wird erhalten,

wenn man die spezifische Intensitit der in irgendeiner Rich-
tung (%, ¢) auf ihn fallenden absorbierbaren Strahlung mit

8cto
dt- 220 .4Q (304)

multipliziert und diesen Ausdruck itber alle Richtungen (3, ¢)

integriert. Der Faktor ? bestimmt also die Breite des vom
Oszillator aufgefangenen Strahlenbiindels, indem er ein
MaB liefert fir das Produkt aus dem Querschnitt dieses Biindels
am Orte des Oszillators und seiner Spektralbreite.

Auf der anderen Seite betrigt die vom Oszillator in der
Zeit dt nach allen Richtungen emittierte Energie nach (288):

di-209U

oder, was dasselbe ist:
at. 222 . f sin? 9 dQ.

Da nun die Intensitit der vom Oszillator in der Richtung
(%, ¢) emittierten Strahlung nach (150) unabhingig ist von ¢
und proportional sin?, so betrigt die in der Zeit d¢ in dieser
Richtung emittierte Energie:

at- 272 Usin 9 dQ
47
und die spezifische Intensitit der vom Oszillator in der-

selben Richtung emittierten Strahlung, durch Division mit (304):
»* Usin® 3
P
Fir den am SchluB des vorigen Paragraphen betrachteten
y»Stationéren Strahlungszustand ist

=8 und U=—°;;Q.

(805)

Man sieht also, daB im stationiren Strahlungszustand die spezi-
fische Intensitdt (303) der in irgendeiner Richtung auf den
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Oszillator fallenden absorbierbaren Strahlung gleich ist der
spezifischen Intensitit (305) der in derselben Richtung vom
Oszillator emittierten Strahlung, wie es sein muB.

§ 185. Wir wollen nun, als Vorbereitung fiir die folgenden
Deduktionen, die Eigenschaften der verschiedenen den Oszillator
passierenden Strahlenbiindel noch niher ins Auge fassen. Von
allen Seiten treffen Strahlen auf den Oszillator; betrachten wir
wieder diejenigen von ihnen, welche in der Richtung (3, ¢),
innerhalb des Elementarkegels d £, dessen Spitze im Oszillator
liegt, anf ihn zulaufen, so kénnen wir sie uns zuniichst zerlegt
denken in ihre monochromatischen Bestandteile, und brauchen
uns nur mit demjenigen dieser Bestandteile weiter zu beschiiftigen,
welcher der Schwingungszahl » des Oszillators entspricht; denn
alle iibrigen Strahlen streichen tiber den Oszillator einfach hinweg,
ohne ihn zu beeinflussen oder von ihm beeinfluBt zu werden.
Die spezifische Intensitit des monochromatischen Strahles von
der Schwingungszahl » ist:

KR+ 8,
wenn ® und ®’ die Hauptintensitiiten vorstellen. Dieser Strahl
wird nun je nach den Richtungen seiner Hauptpolarisations-
ebenen in zwei Komponenten (8) zerlegt.

Die eine Komponente:

Rcos?w 4 R'sin*w
geht direkt iiber den Oszillator hinweg und tritt véllig un-
geindert auf der anderen Seite wieder aus; sie liefert also einen
in der Richtung (¥, ¢) innerhalb der Kegeldffnung 42 vom
Oszillator ausgehenden geradlinig polarisierten Strahl, dessen
Polarisationsebene durch die Achse des Oszillators hindurch-
geht, und dessen Intensitiit betrigt:

(806) Rcos?w 4 R'sin? 0 = R,

Die andere, senkrecht auf der vorigen polarisierte Komponente:
fsin’w + {'cos?w

zerfallt wiederum in zwei Teile:

(Rsin®w + & cos? w) cos® &

und:
(Rsin?w + ' cos? w)sin? F,
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von denen der erste ungeiindert durch den Oszillator hindurch-
passiert, der zweite dagegen absorbiert wird. Statt des letzteren
erscheint aber in der vom Oszillator ausgehenden Strahlung die
Intensitit des emittierten Strahles (305):
» Usin? 9
ct ’

Diese liefert zusammen mit dem ersten, unveriindert gebliebenen
Teile die gesamte Intensitit des vom Oszillator in der Richtung
(9, ) innerhalb des Offnungswinkels d 2 ausgehenden, senkrecht
auf (306) polarisierten Strahles:

(Rsin?o + §’ cos?w)cos® F + 2 sin?$ = 8. (307)

Im ganzen haben wir also schlieBlich in der Richtung (3, ¢)
innerhalb dQ vom Oszillator ausgehend einen aus zwei senk-
recht zueinander polarisierten Komponenten zusammengesetzten
Strahl, dessen eine Polarisationsebene durch die Achse des
Oszillators geht und dessen Hauptintensititen die Werte ®”
und 8" besitzen.

§ 186. Es ist nun leicht, sich Rechenschaft zu geben von
der Erhaltung der Gesamtenergie des Systems auf Grund der
lokalen darin stattfindenden Energie#inderungen.

Wenn gar kein Oszillator im Felde vorhanden ist, so behilt
ein jedes der unendlich vielen elementaren Strahlenbiindel beim
geradlinigen Fortschreiten mit seiner spezifischen Intensitiit auch
seine Energie unveriindert bei, auch bei der Reflexion an einer
als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenzfliche
des Feldes.

Jeder Oszillator dagegen bewirkt im allgemeinen eine
Anderung der ihn treffenden Strahlenbiindel. Berechnen wir
die ganze Energieiinderung, die der oben betrachtete Oszillator
in der Zeit d¢ in dem ihn umgebenden Felde hervorruft. Dabei
brauchen wir nur diejenigen monochromatischen Strahlen zu
beriicksichtigen, welche der Schwingungszahl » des Oszillators
entsprechen, da die iibrigen durch ihn gar nicht alteriert werden.

In der Richtung (3, ¢) innerhalb des Elementarkegels d
wird der Oszillator von einem irgendwie polarisierten Strahlen-
biindel getroffen, dessen Intensitit durch die Summe der beiden
Hauptintensititen ® und & gegeben ist. Dieses Strahlenbiindel

PLANCE, Wirmestrahlung. 14
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laBt, der Bedeutung des Ausdrucks (804) gem#B, in der Zeit d¢
die Energie:

8ctc
(s%+ ®)dt- >0 .dQ

auf den Oszillator fallen, und dadurch wird auf der Seite der
ankommenden Strahlen der nimliche Energiebetrag dem Felde
entzogen. Auf der anderen Seite geht dafir vom Oszillator in
derselben Richtung (#, ¢) ein in bestimmter Weise polarisiertes
Strahlenbiindel aus, dessen Intensitit durch die Summe der
beiden Hauptintensititen ” und ®” gegeben ist. Dadurch wird
dem umgebenden Felde in der Zeit d¢ der Energiebetrag

@+ 8")dt- 32240
zugefiihrt.

Im ganzen betriigt also die in der Zeit d¢ eingetretene
Energieinderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte-
gration iiber d Q:

8cte " " ”
dt- 4,..f"9( +87 —8—9).

Nimmt man dazu die in derselben Zeit eingetretene Energie-
anderung des Oszillators:
aUv

dt'W’

so verlangt das Prinzip der Erhaltung der Energie, daB die
Summe der letzten beiden Ausdriicke verschwindet, d.h. daB

dU 8cto ” nr
S 4Mfd.(z( +Q"—Q—-®)=0,

und das ist in der Tat der Inhalt der beiden Gleichungen (296)
und (301), wenn man beriicksichtigt, daB nach (306) und (307):

&+ - g = (2L

§ 187, Wir bilden jetat, entsprechend der totalen Energie U,
in (297), die totale Entropie des betrachteten Systems:

(309) §,=38+ [sdr.
Die Summation = ist wieder iiber alle Oszillatoren, die Inte-

(308)

0 — Q' cos? m) sin? ¢ .
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. gration tiber alle Raumelemente dr des durchstrahlten Feldes
zu erstrecken. S, die Entropie eines einzelnen Oszillators, ist
als Funktion von U gegeben durch (227), und s, die riumliche
Entropiedichte in einem Punkte des Feldes, ist als Funktion
aller Hauptstrahlungsintensititen ® und ®’ gegeben durch (131),
in Verbindung mit (129) und (229).

Nun wollen wir die Anderung berechnen, welche die totale
Entropie S, unseres Systems im Zeitelement d¢ erleidet. Wir
halten uns dabei genau an die analoge im vorigen Paragraphen
fir die Energie des Systems durchgefiihrte Rechnung.

Wenn gar kein Oszillator vorhanden ist, so behilt ein jedes
der im Vakuum vorhandenen unendlich vielen Strahlenbiindel
beim geradlinigen Fortschreiten zugleich mit seiner spezifischen
Intensitit seine Entropie unverindert bei, auch bei der Reflexion
an einer als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenz-
fliche des Feldes. Durch die Strahlungsvorginge im freien Felde
kann also keine Entropieinderung des Systems hervorgerufen
werden (vgl. § 162). Dagegen bewirkt jeder Oszillator im all-
gemeinen eine Entropieinderung der ihn treffenden Strahlen-
biindel. Berechnen wir die ganze Entropieiinderung, welche der

oben betrachtete Oszillator in der Zeit d¢ in dem ihn umgeben-

den Felde hervorruft. Dabei brauchen wir nur diejenigen
monochromatischen Strahlen zu beriicksichtigen, welche der
Schwingungszahl » des Oszillators entsprechen, da die tbrigen
durch ihn gar nicht alteriert werden.

In der Richtung (&, ¢), innerhalb des Elementarkegels d £,
wird der Oszillator von einem irgendwie polarisierten Strahlen-
biindel getroffen, dessen Energiestrahlung die Hguptintensititen &
und &', und dessen Entropiestrahlung daher die Intensitiit S+ &’
(§ 98) besitzt. Dieses Strahlenbiindel 148t, der Bedeutung des
Ausdruckes (304) gemiB, in der Zeit dt die Entropie:

, 8cteo
(f + &9-at. Yy dQ

auf den Oszillator fallen, und dadurch wird auf der Seite der

ankommenden Strahlen der némliche Entropiebetrag dem Felde

entzogen. Auf der anderen Seite geht vom Oszillator in der-

gelben Richtung (#, ¢) ein in bestimmter Weise polarisiertes

Strahlenbiindel aus, dessen Energiestrahlung die Hauptinten-

sititen ®” und ®, und dessen Entropiestrahlung daher die
14*
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entsprechende Intensmit 8" + " besitzt. Dadurch w1rd dem
umgebenden Felde in der Zeit d¢ die Entropie:

@ +8")dt- 32740

zugefithrt. Im ganzen betriigt also die in der Zeit d¢ eingetretene
Entropieinderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte-
gration iiber ¢9:

(810) ar. 3¢ fa2@" +8" -8 -2)

Nimmt man dazu die in derselben Zeit erfolgte Entropie-
#inderung des Oszillators:

a8 gy 48 4U
dt ~ dU dt

so ergibt sich durch Addition zu (310) und Summation iiber
alle Oszillatoren die gesuchte Anderung der totalen Entropie des
Systems:

ds, 8cteo ” " das dU
(311)77-dt=dt~2[mfd9(8 +87 -2 —8)+ 2. 2T

Wir wollen nun weiter den Nachweis fithren, daB der Aus-
druck hinter dem >'-Zeichen stets positiv ist, inbegriﬂ'en den

Grenzfall Null. Zu diesem Zwecke setzen wir flir den in
(308) gegebenen Wert und erhalten dadurch:

’ :dS ‘

.dt,

Es eriibrigt jetzt nur noch zu zeigen, daB der eingeklammerte
Ausdruck fiir alle beliebigen Werte der positiven GroBen U, R,
f’, &, o positiv ist, wobei nach Gleichung (306):

(312) R = Qcos’w + R'sin*w
und nach Gleichung (307):
R = (Rsin? & + { cos? w) cos® F + 22U Gin2 9.



Erhaltung der Energie und Vermehrung der Eniropie 213

Setzen wir zur Abkiirzung die positive GroBe:
Rsin’w + R cos?w =R 4+ & — 8" =87, (813)
so ist hiernach:
8" = ) cos? & + 2 sin? 9. (814)
Wir wollen zunichst das Glied: "
” " dS /7

ins Auge fassen, indem wir darin U und folglich auch % als
konstant, dagegen & und folglich auch " als variabel be-
trachten. Mit Beriicksichtigung von (229) und (227) ergibt sich
dann:
df _ dslll —d_S—
af” ~ df"” aU

(A 1)~ 1),

af k 1

dﬁ”" = hyﬁlll ¢ L+ B’Rl" <O.
h®

Daraus folgt, daB die Funktion f(®") ein einziges Maximum
besitzt, und zwar fir " = :—: U.

Da nun nach (314) " zwischen &," und ”:'—,U liegt, so ist
jedenfalls:

f®") > (&),

d. h. s
”n e ds i ” d
8 - R >8 -’ 55
und um den Beweis durchzufithren, geniigt es, den Ausdruck:
" »d8 " m a8 a8 ’  dS

oder, was nach (313) dasselbe ist, den Ausdruck:
@ +85)—@+2)
als positiv zu erweisen. Hierzu wollen wir setzen:
RE+KR =R"+8,=6.
& und Q7 liegen nach (312) und (313) zwischen & und &'
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Betrachten wir jetzt die GrdBe:
L+ 8 =F®
als Funktion von ® allein, indem wir & konstant nehmen und
daher & als von ® abhiingig ansehen, so handelt es sich nur
noch um das Vorzeichen des Ausdruckes:
F@R") — F(R).
Nun ergibt sich nach (229) durch Differentiation:
% = %log(—}; + 1) - Tky—log(o}:—; + l)
d: _F_' - k . 1 _ k . 1
dg? hv§ 14+ 3 hv§' 1+ R

Y hv®

Daraus folgt, daB die Funktion F(®) ein einziges Maximum be-

<0.

sitzt, und zwar fir @ = &' = —f—, und daB sie zu beiden Seiten
dieses Maximums symmetrisch abfillt. Je niher also das
Argument  dem Werte —f— kommt, einerlei von welcher Seite
her, desto groBer wird der Wert von F.

Nun liegt ®” dem Werte %, welcher das arithmetische
Mittel sowohl von & und &, als auch von ®” und R’ bildet,
jedenfalls ndher als ®, weil ” und & zwischen  und &’
liegen. Folglich ist F(®”) > F(R), und damit ist der Beweis fiir
die Vermehrung der Entropie geliefert.

Jeder der betrachteten Strahlungsvorginge verliuft also ein-
seitig in dem Sinne wachsender Entropie, bis mit dem Maximum
der Entropie auch der stationire Stralilungszustand erreicht
wird, welcher durch die Beziehungen charakterisiert ist:

e=0 =" =0y =0"=2".

c?

Viertes Kapitel. Anwendung auf einen spezlellen Fall. SchiuB.

§ 188. Wir wollen noch zur Betrachtung des speziellen
Falles iibergehen, daB das Feld, in welchem der Oszillator liegt,
sich in einem Zustand stationirer Strahlung befindet, wihrend
die Schwingungsenergie des Oszillators anfangs eine ganz be-

* 2t
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liebige sein mdge. KEine Folge der stationdren Strahlung im
Vakuum ist, daB die auf den Oszillator fallenden Strahlen un-
polarisiert und nach allen Richtungen gleichmiBig intensiv
sind, d. h.

f =& = K, = const

unabhéingig von der Zeit und von der Richtung der Strahlung.
Dann folgt aus (306) und (307):

¥ =8, =8+ Canrg. (815)
Ferner aus (308), da ‘

fsin’ﬂ i = 83" ’

aU 2¢
o7 t20vU—-22@ =0, (816)

1 4

woraus sich die Schwingungsenergie U des Oszillators bei ge-
gebenem Anfangswert als Funktion der Zeit ¢ ergibt.

Die totale Entropieinderung des Systems in der Zeit dt
folgt aus (311), da nur ein einziger Oszillator vorhanden ist,
und da $ =92 =8" =g, zu:

a8, =ds+ 3o dt [aQ@" - 8). (817)
Hier ist 8 nach (229) von &” und dadurch auch vom Winkel &

abhéngig.

Wenn nicht nur das den Oszillator umgebende Feld,
sondern das ganze System sich im stationéiren Strahlungs-
zustand befinde, so wire auch " = ®,, und die Energie U
des Oszillators wiirde speziell:

Uy = % R, (318)

wie auch aus (315) zu ersehen. Wir wollen daher diesen
Wert U, den stationiren Wert der Energie des Oszillators
nennen; ihm nihert sich U nach (316) fiir wachsende Zeiten
asymptotisch an.

Nun besitze die Energie des Oszillators einen Wert, der
nur noch wenig von dem stationiren Wert U], verschieden
ist, d. h.

U=U,+4U. (819)
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Die kleme, posmve oder negative, GroBe AU kdnnen wir die
Abweichung der Oszillatorenergie von ihrem stationiren Wert
nennen, sie ist zugleich ein MaB fir die Gleichgewichtsstérung
des ganzen betrachteten Systems. Dann wird aus (316) und (818):

(820) 2y +20v4U=0
und aus (315):

: ]
(821) X" =R + - sin?&- 47,

folglich, durch Entwicklung in eine TayrLorsche Reihe und mit
Vernachlissigung hoherer Potenzen von AU:

s’"=szo+(:§)—smwAU+ (:’R’i) > sin¢ S (4 D).

Fithrt man dies in (817) ein, so ergibt sich, da:

Y _ 82n
fsm 3dQ = T

d8,=d8S+ 2oy dt- ( )AU+ LiaP T8 (m,)(zm)2

oder nach (320), mit Elimination des Zeitelements d¢:

i5,= a5 av(45) + 2 (43) v}
Andererseits ist:

ds

dS=W-dU
und nach (319):
v = (dv),+ (7). 47 + -

Folglich durch Substitution die Entropieinderung des ganzen
Systems, unter Vernachlissigung héherer Potenzen von A4 U:

ds dg a8 2 (d2Q
©22) a5,-a0((37) - (3¢), + {(Tm), - 35 (7)) 0]
Da beim thermodynamischen Gleichgewicht die Temperatur der
freien Strahlung gleich derjenigen des Oszillators ist, so folgt

aus (135) und (199):
(@), = (av)
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und durch Differentiation dieser Gleichung, mit Rﬁcksncht
auf (318):

r2) -4 (&8

(dn' ] dU‘),'

Dadurch geht der Ausdruck (322) iiber in:

3 dU.4U

d8,=<dU- AU w- R e TR (323)
indem der Wert von S aus (227) eingesetzt und der Index 0
bei U jetzt als tiberfliissig fortgelassen ist.

Dieser Ausdruck stellt also die Entropievermehrung dar,
welche in der Natur eintritt, wenn ein in einem stationiren
Strahlungsfeld befindlicher Oszillator, dessen Energie eine kleine,
positive oder negative, Abweichung 4U von ihrem stationiren
Wert U aufweist, die unendlich kleine Energieinderung dU er-
leidet, natiirlich auf Kosten bez. zugunsten der Energie des
Strahlungsfeldes. Die Entropievermehrung hingt also auBer von
der Schwingungszahl ¥ nur ab von dU, AU und U, nicht von
dem Diampfungsdekrement des Oszillators, und ist iiberdies, wie
auch von vornherein einleuchtet, den Werten von d U und von 4U
proportional. Da sie stets positiv ist, so besitzen d U und 4U
entgegengesetzte Vorzeichen, wie natiirlich.

§ 189. Denken wir uns nun, daB in dem betrachteten
stationéiren Strahlungsfeld statt eines einzigen Oszillators eine
beliebige Anzahl » mit dem bisher betrachteten ganz gleich-
beschaffene Oszillatoren vorhanden sind, in denen sich wihrend
des Zeitelementes d¢ genau die niamlichen Vorginge! abspielen.
Dann ist die Energie aller Oszillatoren zusammengenommen die
Summe der Einzelenergien: nU = U,, ihre Abwelchung von
dem stationiren Wert: 4U, = n- AU ihre Anderung im Zeit-
element d: dU, =ndU, endlich ihre Entropie, als Summe aller
Einzelentropien: S, =nS.

Die gesamte Entropievermehrung in diesem System, die
wir mit d>), bezeichnen wollen, ist gleich dem = fachen des
Ausdrucks (323), da sich » einander ganz gleiche Vorginge
gleichzeitig und unabhingig voneinander abspielen, also:

! patiirlich nur besziiglich der Energien, nicht etwa in dem Sinne,
daB die Schwingungen kohiirent sind.
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__”.3,6 dU-4U
dU’ 57 TW+h»

“oder mit Einfiihrung von U, 4U,, dU, und S,:

(824) d3,=n-3dU-AU-

825) 43, = Sav, 4y, TS5 o3y 4Tdl

n dU? 5 U(U )

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem ganz analog gebauten
in (323), so erhellt, daB die Entropievermehrung des Systems
auBer von der Schwingungszahl » nicht allein von U,, 4 U, undd U,
abhéngt, sondern auch von der Zahl n explizite.

Diese Folgerung, zu der der Ausdruck (227) der Entropie S
mit Notwendigkeit fiihrt, erschien mir, da die Gleichungen (323)
und (325) sich sonst in ihrem Bau durch nichts unterscheiden,
anfangs als auffillig und nicht wohl annehmbar. Daher setzte
ich zu einer Zeit, als noch kein direkter Weg zur Berechnung
der Strahlungsentropie bekannt war, statt der Gleichung (825)
die folgende:

3 ar S,
(326) d2t=—5_dUn.AUn'd_UT

=—dU,-4U,-f(U)

mit der Annahme, daB die positive Funktion f nur von U,, nicht
aber von n abhingt. Dadurch geht (323) tiber in:

(827) 48, =3 dU-AU- dU,——dU-AU-f(U),

und da d>, =n-dS,, wie wir schon oben zur Ableitung
von (324) benutzten, so folgt:

dU,- AU, f(U) = ndU- AU-£ (D)
oder, mit Einfiihrung von U statt U,:
nef(nU)=f(U).
Die allgemeine Ldsung dieser Funktionalgleichung ist:
const
f(0)= U
und daraus folgt nach (327):

(328) zd’f}iz=—§-f(U)=— co;st.
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Die Integration dieser Gleichung ergibt fiir S gerade die-
jenige Funktion von U, welche in der Beziehung (239) aus-
gedriickt ist, und die zum Wienschen Energieverteilungsgesetz
fihrt. Daher hielt ich eine Zeitlang jene Beziehung fiir den
allgemeinen Ausdruck der Eatropie eines Oszillators der be-
trachteten Art, und dementsprechend das Wiensche Energie-
verteilungsgesetz fiir das allgemeine Spektralgesetz, was auch
die Messungen von F. PascHEN zu bestitigen schienen.!

Erst die Versuche von O. LummEer und E. PrinesmEmM?
haben gezeigt, daB das WiEnsche Energieverteilungsgesetz nur
bedingungsweise gilt, nimlich dann, wenn die Strahlungsintensitit,
und daher auch die Energie U, einen verhiltnismiBig kleinen
Wert besitzt. Fiir groBere Werte von U nihert sich dagegen,
wie besonders deutlich aus den Messungen von H. RuBEkns
und F. KunrBaum hervorgeht,® die Energiestrahlung merklich
dem Rayrercaschen Gesetz (§ 154), nach welchem statt der Be-
ziehung (328) die folgende gilt:

as const

=T g (329)

wie man unmittelbar aus der Gleichung (244) findet.

Versucht man, die beiden in speziellen Gebieten, fiir kleine I
und fiir groBe U, giltigen Formeln (328) und (329) in eine
einzige allgemeinere zu vereinigen, so bietet sich als die ein-
fachste Fassung die folgende dar:

as _ const
dU* =  U(U + const) ’

welche mit (323) genau iibereinstimmt und durch zweimalige
Integration nach U zu der Gleichung (227) fithrt; denn die
Abhingigkeit von der Schwingungszahl » ist ja durch das Wiensche
Verschiebungsgesetz (223) festgelegt.

1 F. PascHEN, Sitzungsber. d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. 1899,
p. 405, 893. WiEp. Ann. 60, p. 662, 1897.

? 0. Louuer und E. PrinesuemM, Verbandlungen der Deutschen Physi-
kalischen Gresellschaft 2, p. 163, 1900. Vgl. aber auch H. BeckMaxN, Inaugural-
Dissertation, Tiibingen 1898. H. RuBens, Wiep. Ann. 69, p. 582, 1899,

8 H. Rusexs und F. KurrsauM, Sitzungsber. d. k. preuB. Akad. d.
Wissensch. vom 25. Oktober 1900, p. 929.
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Dies ist der Weg, auf welchem die Beziehung (227) und
das dadurch bedingte Strahlungsgesetz (234) urspriinglich ge-
funden wurde.

§ 190. Schlu8. Die hier entwickelte Theorie der irre-
versibeln Strahlungsvorginge gibt eine Erklirung dafiir, wie in
einem durchstrahlten, von Oszillatoren aller moglichen Eigen-
schwingungen erfiillten Hohlraum bei beliebig angenommenem
Anfangszustand sich mit der Zeit ein stationdrer Zustand her-
stellt, indem die Intensititen und Polarisationen aller Strahlen
sich nach GrdBe und Richtung gegenseitig ausgleichen. Aber
die Theorie liBt noch eine wesentliche Liicke. Denn sie be-
handelt nur die Wechselwirkungen zwischen Strahlen und
Oszillatorschwingungen der n#mlichen Periode. Fiir eine be-
stimmte Schwingungszahl ist die vom zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik geforderte Vermehrung der Entropie bis zur
Erreichung des Maximalwertes in jedem Zeitelement auf rein
elektrodynamischem Wege nachgewiesen. Aber fiir alle Schwin-
gungszahlen zusammengenommen bedeutet das so erreichte
Maximum noch nicht das absolute Maximum der Entropie des
Systems, und der entsprechende Strahlungszustand bezeichnet
im allgemeinen nicht das absolut stabile Gleichgewicht (vgl.
§ 27). Denn daritber, wie sich Strahlungsintensititen, die ver-
schiedenen Schwingungszahlen entsprechen, gegenseitig aus-
gleichen, wie sich also aus einer anfangs vorhandenen beliebigen
spektralen Energieverteilung mit der Zeit die normale, der
schwarzen Strahlung entsprechende Energieverteilung entwickelt,
erteilt diese Theorie keinerlei AufschluB. Die hier der Be-
trachtung zugrunde gelegten Oszillatoren beeinflussen eben nur
die Intensititen der Strahlen, die ihrer Eigenschwingung ent-
sprechen, sie vermogen aber nicht, deren Schwingungszahlen zu
verindern, solange sie keine anderen Wirkungen ausiiben und
erleiden als daB sie strahlende Energie emittieren und ab-
sorbieren.!

Um einen Einblick in diejenigen Vorginge zu erhalten,
durch welche sich in der Natur der Austausch von Energie
zwischen Strahlen verschiedener Schwingungszahlen vollzieht,
bediirfte es jedenfalls auch der Untersuchung des Einflusses,

! Vgl. P. Enreneest, Wien. Ber. 114 [2a], p. 1301, 1905.
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welchen eine Bewegung der Oszillatoren auf die Strahlungs-
vorginge ausiibt. Denn sobald die Oszillatoren sich bewegen,
kommt es zu ZusammenstdBen zwischen ihnen, und bei jedem
ZusammenstoB miissen Wirkungen ins Spiel treten, welche die
Schwingungsenergie der Oszillatoren noch in ganz anderer und
in viel radikalerer Weise beeinflussen, als die einfache Emission
und Absorption strahlender Energie. Das Endresultat aller
derartiger StoBwirkungen l&Bt sich allerdings mit Hilfe der im
vierten Abschnitt angestellten Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen
voraussehen; wie im einzelnen und in welchen Zeitraumen aber
dies Resultat zustande kommt, dies zu lehren wird erst die
Aufgabe einer kiinftigen Theorie sein. Von einer solchen Theorie
sind dann sicherlich auch weitergehende Aufschliisse iiber die
Konstitution der in der Natur vorhandenen Oszillatoren zu er-
warten, schon deshalb, weil sie jedenfalls auch eine nihere
Erklirung fiir die physikalische Bedeutung des universellen
Wirkungselements 4 (§ 149) bringen muB, welche der des elektri-
schen Elementarquantums sicherlich nicht nachsteht.

Verzeichnis

der vom Verfasser bisher verdffentlichten Schriften aus dem
Gebiete der Wiirmestrahlung, mit Angabe derjenigen Paragraphen
dieses Buches, in denen der nimliche Gegenstand behandelt ist,

Absorption und Emission elektrischer Wellen durch Resonanz. Sitzungsber:
d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. vom 21. Miirz 1895, p. 289—801.
WiEp. Ann. 57, p. 1—14, 1896. (8§ 112—115.)

Uber elektrische Schwingungen, welche durch Resonanz erregt und durch
Strahlung gedimpft werden. Sitzungsber. d. k. preu8. Akad. d.
Wissensch. vom 20. Februar 1896, p. 151—170. Wiep. Ann. 60,
p. 577 —599, 1897. (8§ 104—115.)

Uber irreversible Strahlungsvorginge. (Erste Mitteilung.) Sitzungsber. d.
k. preuB. Akad. d. Wissensch. vom 4. Februar 1897, p. 57—68. (§ 104fF.)

Uber irreversible Strahlungsvorgiinge. (Zweite Mitteilung.) Sitzungsber.
d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. vom 8. Juli 1897, p. 715—1717. (§ 168.).

Uber irreversible Strahlungsvorginge. (Dritte Mitteilung.) Sitzungsber.
d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. vom 16. Dezember 1897, p. 1122—1145.
(8§ 169—171.)
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Uber irreversible Strahlungsvorginge. (Vierte Mitteilung.) Sitzungsber.
d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. vom 7. Juli 1898, p. 449—476.

(8§ 169—171.)

Uber irreversible Strablungsvorginge. (Fiinfte Mitteilung.) Sitzungsber.

d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. vom 18. Mai 1899, p. 440—480.
(8§ 175—187. § 159.)

Uber irreversible Strahlungsvorgiinge. Drupes Ann. 1, p. 69—122, 1900.
(8§ 128—1382. §§ 175—1817. § 159.)

Entropie und Temperatur strahlender Wirme. Drubes Ann. 1, p. 719—137,
1900. §101. §§188f §162.

Uber eine Verbesserung der Wienschen Spektralgleichung. Verhandlungen
der Deutschen Physikalischen Gesellschaft 3, p. 202—204, 1900. § 189.

Ein vermeintlicher Widerspruch des magneto-optischen Farapav-Effektes
mit der Thermodynamik. Verhandlungen der Deutschen Physikalischen
Gesellschaft 2, p. 206—210, 1900.

Kritik zweier S#tze des Herrn W. Wien. Drupes Ann. 3, p. 7164 —1766, 1900.

Zur Theorie des Gesetzes der Energieverteilung im Normalspektrum. Ver-
handlungen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft 2, p. 237— 245,
1900. (8§ 146—152. § 158.)

Uber das Gesetz der Energieverteilung im Normalspektrum, Drupes Ann.
p. 558—568, 1901. (§§ 145—157.)

ber die Elementarquanta der Materie und der Elektrizitit. Druprs Ann.

p. 564—566, 1901. (§ 158.)

Uber irreversible Strahlungsvorginge (Nachtrag). Sitzungsber. d. k. preuB.
Akad. d. Wissensch- vom 9. Mai 1901, p. 544—555. DrupEs Ann. 6,
p. 818—831, 1901. (§ 187)

Vereinfachte Ableitung der Schwingungsgesetze eines linearen Resonators
im stationéir durchstrahlten Felde. Physikalische Zeitschrift 3, p. 530
bis p. 534, 1901, (§§ 116—128.)

Uber die Natur des weiBen Lichtes. Drupes Ann, 7, p. 390—400, 1902.
(§160. §176. §180.)

ber die von einem elliptisch schwingenden Ion emittierte und absorbierte

Energie. Archives Néerlandaises, Jubelband fiir H. A. Lorenrz, 1900,
p. 164—174. Drupks Ann, 9, p. 619—628, 1902.

Uber die Verteilung der Energie zwischen Ather und Materie. Archives
Néerlandaises, Jubelband fiir J. Bosscra, 1901, p. 55—66. Drupgks
Ann, 9, p. 629—641, 1902. (§§ 188—144.) '
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BJERKNES, V., Vorlesungen Uber hydrodynamische Fernkréifte nach C. A.
Bjerknes' Theorie. Zwei Binde. 1900—1902. & M. 10.—, geb. M. 11.50.
L Band. [XVI, 838 Seiten mit 40 Abbildungen.] 1900.
II. Band. [XVI, 316 Seiten mit 60 Abbildungen.] 1902.

BOL ZMANN, L., Populiire Schriften. [VIII, 438 8.] 1905. M. 8.—, geb. M. 9.—.

Physikalische Zeitschrift: Da8 die Lektlire des Werkes jedem Leser unserer Zeitschrift
genubreicho Stunden bereiten wird, bedarf wohl kaum der Versicherung. Vortrige {iber
grundlegende Fragen der exakten Wissenschafton GedichtnisredenaufKirchhoff,8tefan,
Loschmidt, Erorterungen fiber philosophlsohe Gegenstinde und last not least die Reise
eines deul.schen Professors ins Eldorado voll kostlichen Humors, Ernst und Schers in geist-
vollem Geplaud or das alles zieht an dem Leser vorliber, auch Uberraschungen
harren desselben, dle aber hier nicht verraten werden sollen. Muf der Referent jetst noch
versichern, daB die populdren Schriften Boltzmanns auch in den Hinden der Gbrigen
Leser sein’ sollten?

BOI.TZMANN, L., Vorlesungen liber Maxwells Theorie der Elektricitit und des
Lichtes. 1. Te:l. [XII, 139 Seiten mit vielen Textfiguren und zwei litho-
graphischen Tafeln.] 1891. II Tesl. [VIII, 166 Seiten mit Figuren im
Text und zwei Tabellen.] 1893. je M. 5.—, geb. M. 6.—.
Nur ein Boltzmann konunte den oft unentwirrbar komplizierten Plan des Maxwellschen
Lehrgebiudes bis in alle Detalls so verstehen, um ihn mit dieser Klarheit bloBzulegen.
Aus den eoinfachsten Annahmen — den G der cyklisch Bewegungen und der
Lagrangeschen Gleichung — entwickeln eich die weittragendsten Schlilsse mit einer Klar-
heit und Eleganz, die neben der vollendeten wissenschafilichen Befriedigung auch einen
bervorragenden Asthethchen Genul bietet.

OLTZMANN, L., Vorlesungen liber Gastheorie. I 7e:l: Theorie der Gase mit
ematomlschen Molekiilen, deren Dimensionen gegen die mittlere Weglinge
verschwinden. [IV, 200 Seiten.] 1895. M. 6.—, geb. M. T.—. II Teil. Uber
die van der Waals’sche Theorie, die Gase mit mehratomigen Molekiilen
und die Dissoziation. [X, 265 Seiten.] 1898. M. 7.—, geb. M. 8.—

BOLTZMANN L., Vorlesungen liber die Prinzipe der Mechanik. I. Tesl: [X,
241 8.] 18917, M. 6.—, geb. M. 7.—.
II I‘ezl enthaltend: Die Wirkungsprinzipe, die Lagrangeschen Gleichungen

und deren Anwendungen. [X, 886 8. m. 10 Fig.] 1904. M. 9.—, geb. M. 10.—.

CHRISTIANSEN-MULLER, Elemente der theoretischen Physik, von Prof. C. Chri-
stiansen in Kopenhagen, deutsch herausgegeben von Dr. Johannes
Miiller in Bremen. Zweite, verbesserte und erweiterte Auflage. [XII,
532 Seiten mit 160 Figuren.] 1903. M. 10.—, geb. M. 11.—.

Es wird in den beteiligten Kreisen mit Freude begriilt werden, dal von dem vor-
trefflichen Buche eine neue Auflage erschien. Da dieselbe erweitert und bedeutend ver-

bessert ist, wird sie noch grdfere Verbreitung finden als die erste Auflage. Die jungen
Physiker und Mathematiker werden durch das Buch bei ihren Studien wesentlich gefordert.

LAUSIUS, R., Die Potentialfunktion und das Potential. Ein Beitrag zur mathe-
matischen Physik, 4. vermehrte Auflage. 8° [178 Seiten.] 1885. M. 4.—.

FISCHER, Viktor, Grundbegriffe und Grundgleichungen der Mathematischen Natur-
wissenschaft. [VIII, 108 Seciten mit 12 Fig.] 19086. M. 4.50.

Der Zweck dieses Buches ist, eine allgemein glitige Einteilung der physikalischen
Begriffe zu treffen, das ihnen Gemeinsame hervorzuheben und zu zeigen, wie sie alle in
glelcher Welse demselben Erhalt\mgaprlnzlp unterworfen sind. Zur Erlﬂuterung werden

ispiele aus verschied bieten der Physik herangezogen. Es wird auch immer be-
tont in welcher Richtung die weitere Entwicklungsmdglichkeit der Grundgleichungen licgt.

FISCHER, VIKTOR, Vektordifferentiation und Vektorintegration. 8° [VI, 82 S,
mit 20 Figuren.] 1904, M. 3.—.

Diese Arbeit ist dadurch entstanden, daB der Autor versuchte, sich flir einige

ti der Differential- und Integralrechnung in der Vektoranalyse ‘ein geometrisches
Blld zu verschaflen. Dabei wurde er zunichst auf die Untersuchungen des Differentiale
quotienten eines Vektors nach einem andern Vektor gefiihrt. Aus dieser ergab sich eine
allgemeinere Auffassung des Differenzialquotienten. Die enthaltenen Ausdriicke lieSen sich
auch durch einfache geometrische Konstruktionen bestimmen und erhielten bei der An-
wendung auf physikalische Beispicle eine klare Bedeutung.
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GARBASSO A. Vorlesungon Uber theoretische Speldroskople. [VIII, 256 Seiten
mit 65 Fig.] 1906. - M. 7.—, geb. M. 8.—.

Prof. G. in Genus, ein Schiller von Helmholts, hat in 20 Voﬂelnngen das ganze
Gebiet der Bpektrookoplo und Spektralanalyse, soweit 'ste bis jetzst der Theorie suginglich
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beschriinkte

IBBS, J. Willard, Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik, entwickelt
besonders im Hmbhck auf eine rationelle Begrundung' der Thermodyna,mxk
Deutsch bearb. v.ErnstZermelo. [XI,2168.] 1905.M.10.—, geb.M.11.—.

Das letste Werk des jlingst verstorbenen amerikanischen Physikers wlrd hiermit dem
deutschen Publikum in einer guten Ubersetzung geboten. Es ist der erste Versuch, die
statistischen und die Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen in der Mechanik, wie sie auf ver-
schiedenen Gebleten der Physik, namentlich aber in der kinetischen Gastheorie unentbehrlich
sind, t::xiabhllngig von jhrem Anwendungsgebiet auf sicherer Grundlage mathematisch streng
su entwickeln,

GRONBERG, V., Hypothose zur Thermodynamik. Versuch einer leicht faflichen
Darstellung einiger Prinzipe der Molekulartheorie mit Zugrundelegung
der Keplerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung. [VI, 78 Seiten mit

10 Fig. und 7 Tab.] 1908. M. 3.—.
AMILTON, W. ROWAN, Elemente der Quaternionen. Deutsch von Dr. Paul Glan.
2 Biénde. 8° 1882—84. M. 34.—,

ELMHOLTZ, H. v., Vorlesungen liber theoretische Physik. In 6 Binden.

I. Band, 1. Abtlg.: Einleitung zu den Vorlesungen iiber theoretische

Physlk herausgegeben von Arthur K&nig und Carl Runge.

[VIIL, 50 8. mit 1 Portrit.] 1908. M. 8.—, geb. M. 4.50.

I. Band, 2. Abtlg.: Dynamik diskreter Massenpunkte, herausgegeben
von Otto Krigar-Menzel. [X, 880 8. mit 21 Fig.] 1898.

M. 15.—, geb. M. 16.50.

II. Band: Dynamik kontinuierlich verbreiteter Massen, herausgegeben
von Otto Krigar-Menzel. [VIII, 248 8. mit 9 Fig.] 1902,

M. 12.—, geb. M. 18.50.

III. Band: Mathematische Principien der Akustik, herausgegehen von

Arthur Kdnig und Carl Runge. [XIV, 256 8. mit 21 Fig.]

1898. M. 12.—, geb. M. 18.50.

V. Band: Elektromagnetische Theorie des Lichtes, herausgegeben von

Arthur K8nig und Carl Runge. [XII, 870 8. mit 54 Fig.] 1897.

M. 14.—, geb. M, 15.50.

VI. Band: Theorie der Wiu'me, herausgegeben von Franz Richarz.

"~ [XII, 418 8. mit 40 Fig.] 1903. M. 16.—, geb. M. 17.50.

Band IV loll bald folgen.

ELMHOLTZ, H.v., Wissenschaftliche Abhandlungen. 3 Binde. [Mit 2 Portriits
und 8 lithographischen Tafeln, in Leinen gebunden unbeschnitten.] M. 58.—.
(I. Band VIII, 988 Seiten. 1882. M. 20.—. II. Band VIII, 1021 Seiten.
1883. M. 20.—. II. Band XXXIX, 654 Seiten. 1895. M. 18.—.))
Die wissenschaftlichen Arbeiten von Helmholt: sind von betriichtlichem Einfluf auf
den Entwickelungsgang der theoretischen Physik unserer zeu geweoon Dnrch die Ver-
einigung der seiner Zeit als Einzeldrucke oder in v haftlichen Zeit-
schriften erschienenen Arbeiten in gleichmiBigem modernen Wiedenbdruck werden die-
selben der wissenschaftlichen Welt bequem zuginglich gemacht.

ERTZ, H., Gesammelte Werke. Band I. Schriften vermischten Inhalts.
[XIX, 368 Seiten mit vielen Fig., 1 Tafel.] Einleitung von Ph. Lenard
u. Portriit des Verf. 1895. Preis M. 12.—. Band II. Untersuchungen iib.
die Ausbreitung der elektr. Kraft. [VIII, 296 S. m. 40 Fig.] 2. Aufl. 1895.
M. 6.—. Band III. Die Pnnzxpxen der Mechanik in neuem Zusammen-
hange dargestellt Mit einem Vorwort von H. v. Helmholtz. [XXIX,
812 8.] 1894. M. 12.—. In Halbfranz gebunden jeder Band M. 1.50 mehr.
Das Lebenswerk des frth dahingegangenen Gelehrten liegt in den vorstehenden
drei Binden abgeschlossen vor. Je mehr man sich in die geistvollen und klaren Dar-
stellungen versenkt, um so mehr bedauert man, daB der Tod seinem Wirken ein so kurzes
Ziel gesteckt hat.
















